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LISP

(List Processor)

El LISP es un lenguaje de programacion simbdlica que
basado en un conjunto de cinco funciones primitivas permite la ma-
nipulacién de expresiones en forma de listas para plantear y resol-
ver cualquier problema calculable. Es un sistema minimo ya que
usa la menor cantidad posible de funciones primitivas para ser com-
pleto. Es logicamente completo en tanto que no tiene restringido
su campo de accidén a determinado tipo de problemas, sino que pue-
de ser usado para resolver las mas desconectadas cuestiones; con
LISP se pueden resolver simbdlicamente desde acertijos matema-
ticos, problemas de teoria de grupos, desarrollo simbodlico de deter-

minantes, etc. hasta problemas de calculo diferencial.

En este reporte seran descritos méas adelante los pro-
gramas para calcular la derivada de una funcidn y para resolver
los Paréntesis de Poisson de dos polinomios, no con manipulaciones

numeéricas, sino simbdlicamente.

Toda la notacion de LISP esta constituida por listas,
se define técnicamente a una lista como una serie de elementos
cerrada entre paréntesis. Los elementos contenidos en una lista
pueden ser a su vez listas o simbolos atdmicos. Se llama simbolo

atdmico a una sucesion ininterrumpida por paréntesis o espacios
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de caracteres disponibles en una méquina perforadora de tarjetas.

Un ejemplo de lista es
((CA) CHARRO (PE MEX))
Ejemplo de simbolos atémicos son:

54321BANG DERIVADA

Para representar una funcidén en LISP se usa notacién
polaca con modificaciones, en la que una funcidén es una lista cuyo
primer elemento es un simbolo atdmico que es el nombre de la
funcidén y los restantes elementos son los argumentos de la funcidn.
Por ejemplo

3 4+ A+3X
en notacidn de LISP es

(+3 A (* 3 X))
donde el asterisco es la funcidn producto. En este ejemplo se pue-
de observar la posibilidad de combinar funciones, es decir, de
us‘ar como argumentos de una funcidn listas que a su vez son fun-
ciones de otros argumentos. Esta posibilidad de construir funcio -
nes de funciones es la que permite elaborar cualquier programa en
LISP por medio de combinaciones de las llamadas funciones primi-

tivas.
LAS FUNCIONES PRIMITIVAS

Las funciones primitivas son cinco, dos de las cuales

son predicados, es decir, funciones que solo pueden tomar dos

valores (T) o (F) que se hacen corresponder a Verdadero (True)

y Falso (False), las otras tres se usan para rearreglar listas. -

El primer predicado, (ATOM X) tiene un solo argumento
que puede ser cualquier expresidén: toma el valor (T) cuando su
argumento es un simbolo atdmico y (F) cuando es una lista.
Ejemplos:

(ATOM CU) = (T)

(ATOM (A B C)) = (F)

El segundo, (EQ X Y), tiene dos argumentos y toma
el valor (T) si son simbolos atémicos idénticos, en otros casos
(F). Ejemplos:

(EQ NI NA) = (F)
(EQ NA NA) = (T)

(EQ (NA) (NA))= (F)

Las otras tres funciones son CAR, CDR y CONS;
las dos primeras deben tener como argumento a una lista, CAR
da el primer elemento de 1a lista vy CDR da la lista de los restan-
tes. Ejemplos:

(CAR L)z A
(CDR L)= (B C D)
(CAR (CDR L)) = B

en donde la lista L es

(A B C D)



Siuna lista tiene un solo elemento, su CDR es una
lista sin elementos, la llamada lista vacia. Ejemplo:

(CDR (BR))=( )
El CDR de una lista vacia no esta definido.

Por comodidad introducimos una abreviacion para es-
cribir las combinaciones de CAR y CDR que consiste en escribir
(CADR L) enlugar de (CAR (CDR L)), (CADDR L) enlu-
gar de (CAR (CDR (CDR L ))), etc., es decir, las combinacio-
nes con A y D de cuatro o menos elementos puestos entre una C y una

R indican los calculos sucesivos de CAR y CDR.

Estas dos funciones se usan para disectar una lista, y

la tercera funcidén, CONS, sirve para sintetizar una lista; tiene
dos argumentos, el primero puede ser cualquier expresion, el segundo
debe ser una lista. (CONS A B) forma una lista cuyo primer
elemento es A y los restantes son los elementos de B. Ejemplos:

(CONS X ())=(X)

Si L= (ABC)

(CONS X L)=(XABC)

(CONS (CAR L) (CDR L))=L

La Gltima igualdad es una identidad, es decir, que se cumple para

toda lista.

Es sorprendente como solo con combinaciones de

estas 5 funciones primitivas y con ayuda de las llamadas funciones

de programacioén se pueden construir funciones de gran compleji -

dad.
LAS FUNCIONES DE PROGRAMACION

Las funciones de programacion son LAMBDA, COND,
DEFINE, AND, OR, NOT, NULL, LIST y QUOTE y seran descri -
tas a continuacidn:

Al definir o construir una funcién compuesta quetenga
varias variables, surge cieta ambigiiedad respecto a la correspon -
dencia entre las variables de la funcién y los simbolos empleados
en la definicibén, asi por ejempld si fH(x,y)=Y/x+ y2, f(a,b)
puede ser P/a+ b2 o bien a/ b+ aZ, Para evitar esta confusién
empleamos una forma de definicién tomada de la logica simbéli-
ca que por medio de la expresién LAMBDA da un apareamiento
entre las variables y los simbolos usados en la definiciéon. Pa-
ra escribir una definicién escribimos una lista cuyo primer ele-
mento es el simbolo atémico LAMBDA, a continuacién esti la
lista de variables mudas que aparccen en la definicion, y des-
pues la expresion que por medic de combinaciones de funciones
define a la nueva funcidn, esto es:

(LAMBDA (x v z . ..) (Expresidn))
si a continuacidén de esta lista ponemos la lista de los argumen-
tos (A1 Ag Ag . . .)paralos cuales va a ser calculada la
funcion, la variable muda x que aparece en la definicién sera

substituida por el valor Ay, lay por Ay y asi sucesivamente



evitando de esta manera cualquier ambigiedad.

En la definicidén de una funcidén, el proceso a seguir
con los argumentos, dependera la mayoria de las veces de la
naturaleza de estos, por lo cual es necesario probar de que tipo
son; para hacer esto usamos predicados y dividimos con ellos
el conjunto de todos los posibles argumentos de la funcidén en sub-
conjuntos de argumentos para los cuales un predicado toma el
valor ( T ) (verdadero); para cada uno de estos subconjuntos co- |
rrespondera una funcién a aplicar; asi definimos la funcion condi- |
cional COND que prueba si un predicado, digamos P,, toma el
valor (T) para los argumentos, en caso afirmativo aplica la fun-
cidn correspondiente, digamos F, si no, procede a probar otro
predicado Py para ver la posibilidad de aplicar la siguiente fun-
cion Fg y asi sucesivamente. Esta funcidén se escribe de la si-
guiente manera:

(COND (Py F;) (Py Fy (PgFg ...

y tiene como valor el correspondiente a la funcidn apareada con

el primer predicado verdadero.

Un programa en LISP consta de dos partes: Una

serie de definiciones puestas como argumentos de la funcién

DEFINE y la instruccion para la aplicacidén de las funciones de- |
finidas a valores particulares de los argumentos por medio de ,
la funcidn universal APPLY, ambas funciones DEFINE y APPLY {

seran descritas a continuacidn.

En LISP se usa un artificio para asociar un nombre
que es un simbolo atdmico a una funcién construida con combina -
ciones de otras, de manera que cuando se quiera hacer uso de ella
y ya se haya definido solo sea necesario poner su nombre seguido
de los argumentos, en lugar de poner toda la definicidén seguida de
los argumentos. Este artificio se logra con la funcién DEFINE
que asocia un simbolo atomico (el nombre de la funcidn) a una
definiciéon. DEFINE tiene un nimero indefinido de argumentos,
cada argumento es una lista cuyo primer elemento es el nombre de

la funcidén y el segundo la definicidn.

Este artificio permite la construccién de definiciones
recurrentes esto es, de definiciones en las que aparece el nombre
de la funcidén que se esta definiendo. Dicha técnica implica un
condicional en el que podemos distinguir 2 partes: una, la lla-
mada condicién terminal que define la funcidn para cierto argumen-
to conocido, y la otra, la parte iterativa que puede reaplicar la
definicion a nuevos argumentos o a los mismos en una nueva
combinacién. Por ejemplo podemos definir recurrentemente la
funcidn factorial diciendo que si n=0Q , n!=4{ (condicién
terminal), pero en otros casos se define n'! como n(n-1)!
(parte iterativa). Obviamente para que una definicién recurrente
tenga sentido es necesario que después de un nimero finito de pa-

sos se llegue a la condicidon terminal.



La funcién APPLY es la instruccién para calcular el
ralor de una funcidén para determinados argumentos dados. Es una
funcién de 2 argumertos, el lo es un simbolo atdmico y es el nom=-
bre de la funcidén que se va a calcular y que ya debe estar definida,
el 20 es la lista de los argumentos para los que se va a calcular

dicha funcidn.

En LISP hay una serie de metafunciones incluidas a ve-
ces entre las funciones de programacidén, que completan los cimien-
tos para construir la totalidad de un programa en LISP; estas son
AND, OR, NOT, NULL, LIST, QUOTE y FUNCTION que seran
descritas brevemente a continuacidn:

Las tres primeras son predicados tomados de la 16gi-
ca y tienen el mismo significado que Y, O y NO en logica. Los
argumentos de estas funciones son predicados.

AND tiene cualquier nimero de argumento y es ver-
dadero solo si todos sus argumentos lo son.

OR también tiene cuaicuier nimero de argumentos y es
verdadero si alguno de sus argumentos lo es.

NOT tiene un solo argume=nto y toma el valor contra-
rio al valor de su argumento.

También tomados de la ldgica, en LISP, se usan los
predicados ( T ) (verdadero) y (F) (falso) que no tienen argumen-
tos y que siempre tienen el mismo valor: verdadero y falso res-

pectivamente.

NULL es otro predicado que solo es verdadero cuan-
do su argumento es una lista vacia.

(LIST A B ...) es una funcién de un nimero inde-
finido de argumentos y da la lista de los valores de sus argumen-
tos. (LIST) sin argumentos representa a la lista vacia,

La funcion (QUOTE L) siempre tiene un argumento y

da como resultado su mismo argumento.

La diferencia entre estas 2 funciones es que mien-
tras la primera evalQa cada uno de los argumentos, la segunda
los reproduce tal y como son, como se ve sobre los ejemplos a
continuacion:
(LIST (CAR (A B)) (ATOM ABC ))=(A (T))
(QUOTE (CAR (A B))=(CAR (A B))

(QUOTE (ATOM (ABC))=(ATOM (ABC))

Cuando en una definicién aparece como argumento
una funcidén o combinacidén de funciones de varios argumentos, es
necesario poner dicho argumento de la siguiente manera:
(FUNCTION (LAMBDA (argumentos) (funcidn)))
Donde el atomo FUNCTION indica que dicho argumen-

to es una funcidn y que es descrita a continuacién de él.

Hasta aqui han sido descritas las funciones necesarias y
suficientes para construir cualquier programa en LISP por simple

combinacidn de ellas.



EL PROGRAMA PARA CALCULAR SIMBOLICAMENTE LA
DERIVADA DE UNA FUNCION

Supongamos que queremos calcular la derivada de
una funcion y le damos el problema a un calculista sin inventiva.
El, por lo general, no tratard de resolverlo por medio de la de-
finicidén de derivada en términos del concepto de limite, sino que
buscara en su memoria o entre sus libros una tabla de derivadas,
localizara en ella la formula que corresponda a la funcidn que se
le encomendd, la aplicara y tratara de simplificar el resultado
en la medida de sus posibilidades; si por desgracia la funcidn que
le dimos no estuviera en su tabla, nos devolveria el problema dicien-
donos: 'la derivada de la funcién f es 9/dx' dindonos asi un
resultado correcto aunque no muy satisfactorio pues la derivada

quedaria solamente indicada.

Nosotros podemos hacer con LISP un programa que
haga exactamente el mismo trabajo que dicho calculista, con la
diferencia de que serd méas rapido y nunca tendra errores. Dicho
programa consistird en una tabla condicional en la que a cada tipo de
funcidn prevista correspondera la instruccion de la férmula co-
rrespondiente que da el calculo diferencial. Si la funcidén a deri-
var no esta prevista entre las condiciones, por medio de una con-
dicidén final lograremos que el programa nos deje indicada la de-
rivada de la misma forma que la haria nuestro calculista sin in-

ventiva.
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Pasemos a describir con cierto detalle el programa

de LISP para derivar funciones.

En LISP la funcibén que calcula y simplifica la deri-
vada de una funcion se llama (DIFFERENTIATE X L ), tiene 2
argumentos, la varible con respecto a la que se va a derivar y la
funcién que se va a derivar puesta explicitamente y en notacidén
f)olaca (en forma de lista). DIFFERENTIATE consta de 2 partes
perfectamente separadas, la primera ejecuta la derivada propia-
mente dicha y la segunda efectua simplificaciones elementales sobre
el resultado de la primera. Dichas funciones se llaman respectiva-
mente (DERIVATIVE X L)y (SIMPLIFY A). Por lo tanto la
funcién DIFFERENTIATE se escribe como combinacién de estas

dos:

(DIFFERENTIATE (LAMBDA (X L) (SIMPLIFY (DERIVATIVE X L))

La funcién DERIVATIVE esti formada por una tabla
en la que a cada tipo de funcién (suma, producto, cociente, poten-

cia, etc.) corresponde una diferente instruccién.

Esta tabla es cors truida por medio de la funcidn con-
dicional; en cada condicidn el predicado prueba si la funcién eé
de tal o cual tipo y la expresidn siguiente da la instruccién para
aplicar la formula correspondiente de la derivada. En dicha
instruccién se supondra siempre que la funcibén a derivar es una

funcidén de funcidn, es decir, la definicién sers recurrente y



despues de derivar la funcidén original se derivaran los argumen-
tos que a su vez pue.den ser funciones; el proceso de penetracion
termina en la expresiéon minima, es decir, en los simbolos atémi-
cos, que como la funcion esta en forma explicita, podemos decir

que o son constantes y entonces su derivada serd cero o que son
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iguales a la variable con respecto a la cual se esta derivando,

entonces su derivada serd uno.

de esta definicidon recurrente es:

(ATOM L)

donde (T) equivale a:

Las demés condiciones contendran las férmulas para
derivar diferentes tipos de funciones. La definicién de méaquina
de la funcién DERIVATIVE esta en el apéndice, pero su estructu-

ra puede aclararse por medio de un esquema que Se di a continua

cién.

(COND

(EQ X L)

(T) (QUOTE O0))

(QUOTE

Por lo tanto la condicidén terminal

1)

enotros casos, ya que siempre es verdadero.

PREDICADO ¢

RESULTADO

(A (ATOM L)

St L es del tipe

CONDICIONAL

PREDICADCO [ RESULTADO

L= X

En otros casos

|
o

NOT ACION |[NCTRGION NOTACION | NOTACION
POLACA CRODINARIA| CROWRARIA | POLACA
@y (+ABR| A+R Al e R (+~ A @)
(¢) (s AW ) R+ Ct e | Ay a4 one (+n" @' ' es)
(o), (—A®) A-R A - (- n R
() (* A B) AR AR+ AR Cr O A BRI+ ARY))
= Arc ) ABCere ARG AR [(R(rABC ()
(o) (/7n ) Al We-av)/ g  |(/(-(xAR)*AB))
(% @ 2))
(w) (=% A N A NRTTA NG A ) A)

(D (= A)

(J) EV\ o'f\'os

- A

cacse s

_A'

aL/aX

(- ")

(DER\\/M’\\/E % L)

Donde L' es abreviacidén de (DERIVATIVE X L)= aL/éX .
)

A, By C son expresiones que pueden o no depender de X y N

es independiente de X.

L
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Notese que la funcidén producto se representa por un

asterisco y la funcidn potencia por dos asteriscos.

A este conjunto de condiciones podemos agregar otros

para completar la tabla, evitando asi que las derivadas de algunas

funciones queden tan solo indicadas. Como ejemplos de condiciones

que se pueden agregar tenemos:

PREDICADO RESULTADO

NOTACICN] SMOTACICN NCTACION NOTACION
PCLACA ORDWARIN | CRDINARIA[ POLACA

(sen A) sen N A" cos A (* A' (cos AY)

(cos A) cos A -A sen N |(-(+ A (sen A)
(oxe sen A ave sen N | A/ pE (/R (%% (= (%% A 2))
(712)))
(axc cos M| oave ces A [-AY/yToaT (’(/A‘(**(~j(**62))

/1 2)))
(> (exp A) f\') ‘
Clog N AY | Roq A WA log UG Aeq & N)))

(exp A) et - et

-—

Obviamente estas condiciones agregadas deben ser
puestas antes de la condicidn final que tiene la instruccidn para

dejar indicada la derivada.

En los predicados para probar si L es de tal o cual
tipo, se usa por lo general el predicado similar que determina ti-

pos de listas de acuerdo con listas modelos en las que aparecen

guienes que son similares a cualquier cosa; por ejemplo (+ - =)
es similar a (+ A B), (log - -) es similar a (log 10 6),
etc.

La definicion rigurosa de la funcién DERIVATIVE y
la descripcidon de las funciones elementales, como SIMILAR y

otras, que se usan en ella, aparecen en el apéndice.

La construccién de las instrucciones para efectuar la
derivada, como se puede ver en la definicidn, no presenta ningun
problema y no amerita ser discutida. Solo hablaremos brevemen-

te de dos de ellos, que usan funciones satélites.

Al derivar un producto de varios factores, en la con-
dicidn (F\ , necesitamos sumar los productos que contienen a la
derivada de cada factor; para esto usamos la funcién DIAG que
aplica una funcién a cada uno de los elementos de una lista de la

siguiente manera:



(DIAG G (A B C D))= (((G A) B C D)
(A (GB)CD)
(A B (GC)D)

(A BC (G D))

si usamos como funcién G a la funcion DERIVATIVE y sumamos

los resultados obtenemos:

(+(*A'B C D) (*A B'C D) (*A B C'D) (*A B C D))

que es la férmula que se necesita.

Al derivar una funcidén de la forma ( ** A N ) = AP
en la condicidén (M) basta con dar la instruccién para construir
el siguiente resultado

(* N (** A ( - N 1))« (DERIVATIVE X A ))= NA"! av

Esto se hara asi si N no es un entero, pero si si lo es, para dar

un resultado mas simplificado, evaluamos N-1, es decir, calcu-

lamos el entero anterior a N. Para ello, como primer paso averi-

guamos si N es entero, esto se hace con el predicado (NUMERAL N)

(ver su definicién en el apéndice) que es verdadero si N esta en
la lista INTEGERS, esta lista es una funcién elemental de 1 LISP
que no tiene argumentos y su valor es la lista de los enteros de
0a60. Si N no esta enla lista, el resultado se da en la forma
mencionada, en caso contrario procedemos a calcular su predece-

sor en los enteros por medio de la funcién (PREDECESOR N)

(definida en el apendice) queda el anteriora N, es decir N -1.
Con este artificio logramos un resultado ligeramente mas simpli-

ficado al derivar potencias.

Analicemos ahora la segunda parte del programa para
derivar, es decir la funcidén (SIMPLIFY L ) esta funcion al igual
que DERIVATIVE esta formiada por una tabla condicional en la
qué se preveen las funciones que se pueden simplificar y se da
la instruccidén para su simplificacién. Es necesario que esta fun-
cién efectue las simplificaciones triviales de sumas, diferencias,
productos, cocientes y potencias y todas sus combinaciones por
intrincadas que sean; al decir triviales nos referimos a simpli-
ficaciones del tipo de multiplicaciones por cero y por uno, sumas

con cero, elevacidn a las potencias cero y uno, etc.

Para lograr esto, es necesario que la funcion SIMPLIFY
penetre en los argumentos de las diferentes funciones aritmeéticas,
esto es que si la funcidén a simplificar es por ejemplo un producto,
antes de ser simplificado sea simplificado cada yno de los facto-
res, y si estos factores son a su vez funciones de funciones el
proceso de penetracidn continue hasta topar con expresiones mi-
nimas no simplificables, es decir son simbolos atémicos que
seran simplemente constantes o variables. Por lo tanto la defi-
nicion de esta funcidn serd recurrente (vease la definicién en el
apendice) y la condicién terminal sera:

((ATOM L) L)



es decir, los simbolos atdmicos no son simplificables. Sila
funcién L no es un Atomo empieza la recursidén que se logra me-
diante un cambio de variable:
La nueva variable X a simplificar tiene por valor el
resultado de
(MAPCAR (QUOTE SIMPLIFY) L)
(vease la descripcion de MAPCAR en el apéndice) es decir el re-

sultado de simplificar cada uno de los elementos de L .

Las posibles simplificaciones hechas sobre la funcidon
cuyos argumentos o son atomos o ya estan simplificados estan pues-
tas en forma de condiciones en la definicién que esta en el apen-

dice y estan explicados en el siguiente esquema.

Si X es un ?reducto (CCAR X)=x%)

CONDICI\ONAL

PREDICADO
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RESULTADO

Si algune de los
factores es cevo

o

St o.\suvxo de los
factores es uno

Ew otros casos

Se hace una nueva varwable (Y)
gue es la ‘istG\ de Jos

factores diferentes de uno.

CONDICIONAL

PREDICADO

RESULTADO

St XY es vactia

St Y tiene un
solo elemento

E wn 0*\'03 C&xsos

X

1

(Tedos los factores
erawn ‘\Sua.\ a ”

Y

(El dwnico factor
difevente de 1)

(cowns (quoTe %) Y)
() pro ducto de

los factores
ditevrentes de 1)

(wo "‘“‘1 simpliti cacion)
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Si X es una suma ( (CAR X )=+ ) y algunode los
sumandos es cero, se hace una nueva variable ( Y ) que es la lis~
ta de los sumandos diferentes de cero, y sobre ella actua el si-

guiente condicional:

CONDICIONAL

PREDICADO RESULTADO

Si Y es vaaa Q
(Todos los sumawndos
Sow cero)

Si tieme uwn solo (el ¢ Y 4
lemev\‘to “UntCco Suwangao

distinte de Cero\

L. n otros cases | (cons (auoTE +) YY)

(was de un (La suma de los
sumando distinto| sumandeos dictintos

de cero) de cero)

Las demas condiciones son:

- 21 -
PREDICADO RESULTADO
3i X es de la forma '
NOTACION NOTACION
POLRACA ORDINARIA
(- o n) o-A (- A)
- A O) A-0O A
(-0) -0 0]
(/a 1) N/1 A
(/70 A) O/A O
(=% A 1) Al A
G+ A (- B)) N©® (/1 &en )
(x+ A O) A° 1
(xx (»x A B) ) (A% (x% A (<))
Ewn otros casos (wo se scmph Frca)

Esta funcidn puede ser adaptada a cada problema agre-
gando nuevas condiciones con instrucciones para simplificar otros
tipos de funciones. Si la expresidn a simplificar no es de ninguna de

las formas previstas, no es modificada.

Veamos con un ejemplo sencillo, la derivada de
(X + \)1 , como trabajan las funciones DERIVATIVE Y SIMPLIFY:
(APPLY DERIVATIVE (X (** (+ X 1) 2)))
el resultado final es:

(k2 (** (+X 1) (+ 1 0)))
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que es igual a 2(X+ 1\1 (1+ o) pero si aplicamos la
funcién DIFFERENTIATE, obtendremos un resultado simpli-
ficado:

(APPLY DIFFERENTIATE (X =% (+X 1) 2)))
resultando

(* 2 (+ X 1))
que es igual a

20x+ 1)

OTRAS FUNCIONES DE CALCULO DIFERENCIAL

Una vez programada la funcidn derivada es facil cons -
truir funciones interesantes referentes al calculo diferencial, como
son el gradiente la multiderivada de una funcién, as{ como la di-
vergencia y el rotacional de un vector. A continuacidn seran
descritos brevemente los programas para calcular estas 4
funciones; su definicidn rigurosa y la descripcidn de las funcio-
nes satélites que usan estn en el apendice.

GRADIENT. - Es una funcidén de dos argumentos, la lista de las
variables (coordenadas) con respecto a las cuales se va a deri-
var y la funcidn que se va a derivar puesta en forma de lista.

Da como resultado la lista de las derivadas de la funcidon cones-
pecto a cada una de las variables, dicha lista es el vector gra-

.diente de la funcién original.
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Esto es;
T F =(GRADIENT ( X Y Z . . .) F)=
;((DIFFERENTIATE X F) (DIFFERENTIATE YF) ...=

= (3F/ox | 3%x -+ -)

Como se puede ver en su definicidén, la funcidn

GRADIENT se programa por medio de la funcion FOREACH que
esta descrita en el apéndice, de manera que va aplicando una
funcién de dos argumentos, en este caso la funciéon DIFFERENTIATE
a cada una de las variables (coordenadas) y a la lista por derivar,
formando asi una lista con los resultados. Veamos un ejemplo
sencillo:

(APPLY GRADIENT ((X Y Z W) 3 XY Z W)))
es decir V(3 XY Z W) en cuatro dimensiones. El resultado es:

((*3 Y 2 W) (* 3X Z2 W) (¥*3XYW)(*3XYZ))=

=( 3YZW, 3XZW, 3XYW ,3XYZ)

MULTI DERIVATIVE. - Con esta funcibén se pueden calcular las
derivadas miltiples de una funcidén con respecto a las variables
que se quieran. Es una funcién de dos argumentos: la lista de
variables con respecto a las cuales se va a derivar sucesivamente

y la funcién que se va a derivar puesta en forma de lista.

Si por ejemplo se quiere calcular la tercera derivada

con respecto a X de una funcién F , la instruccidén sera:



(APPLY MULTIDERIVATIVE ((X X X ) F))
y en un caso particular:
(APPLY MULTIDERIVATIVE ((X X X) (** X 3)))

>
que es 8 X3
%3

el resultado sera:

(* 3 2)z3x2z8

La programacién de esta funcién se hace con la
funcion FOREACH que es una funcién de tres argumentos: una
funcion G de dos argumentos y dos listas; la manera como ope -
ra esta funcion se ve con claridad a través del siguiente ejemplo:
(FOREACH* G (X Y Z) L) (GX(GY(G Z L)))
que en notacidn ordinaria en que G (X Y )indica G calculada
para los argumentos X y Y:

G( X , G(Y, G(Z, L))

Asi, en el caso particular de la funcién MULTIDERIVATIVE, se

deriva la lista con respecto a una variable, el resultado se deri-
va con respecto a la siguiente y asi sucesivamente, obteniendo
derivadas de orden mayor cada vez. La férmula anterior para
el caso de MULTIDERIVATIVE es equivalente a

(DERIVATIVE X (DERIVATIVE Y (DERIVATIVE Z L )

3
que equivale a 3 L "
313\{32
3
que si Xzy=z se reduce a d L

o/
fe®

como en el ejemplo antes mencionado.

DIVERGENCE. - Es una funcidon de dos argumentos, uno es la
lista de las coordenadas y la otra es la funcidn vectorial puesta en
forma de lista, cada uno de sus elementos es una componente de la
funcidén vectorial; necesariamente el nimero de elementos de la
primera liéta (coordenadas) debe ser igual al nimero de elemen-
tos de la segunda lista (componentes de la funcidn vectorial). Esta
funcién da como resultado la divergencia de la funcidn vectorial

representada por ka segunda lista:

J-(F1, F2, . . .)=( DIVERGENCE (X! X2 .. .) (F1 F2. . .)=
=(+(DERIVATIVE X1 F1) (DERIVATIVE X2 F2) . . .)=
=38 oF2 .
x4 It

Para obtener dicho resultado, inicialmente se construye una

lista de la forma

(X1 F1) (X2 F2) .. .)

Esto selogra con la funcion PAIRLIST (ver su des-
cripcion en el apéndice) aplicada a la lista de coordenadas y al
vector. Después se aplica la funcion DERIVATIVE a cada uno
de los elementos de esta nueva lista (esto se hace con MAPCAR) y fi-

\\ . o
nalmente se suman los resultados y se simplifica. Veamos un



ejemplo secillo de DIVERGENCE;:

La instruccion

(APPLY DIVERGENCE

(Y Z) ((((x*X2) ($*Y2) (**2Z22)(*XYZ) 4)

equivale a

Ve (X Y 2', XYz &)

7

se obtiene:

(+(*2X) (*X Z))

que equivale a

2ALX+XZ

que es la divergencia del vector dado.

ROTACIONAL. - Es una funcidn de dos argumentos, el primero
es una lista de tres elementos (las coordenadas) y el segundo la
funcidén vectorial puesta en forma de lista con tres elementos,
las componentes:

(ROTACIONAL (X Y 2 ( F1 F2 F3))

Esta funcidn a través de la primera instruccién, for-
ma una lista del tipo:
((- (G Y F3)(GZF2) (- (GZF1) (GXF3)) .
(- (GXF2) (GYF1))
donde G representa a la funcién DERIVATIVE y por inedio de la

segunda instruccion simplifica este resultado.

Dicha lista equivale a:

(,5F3 9F1 oFl 3¥3 3F2_ v
3N 5z Yo% X 3 X X

PROGRAMACION DE LOS PARENTESIS DE POISSON EN LISP

Los Paréntesis de Pisson.- Considérense dos funciones f y g
que son funciones continuas y diferenciables, de las coordenadas

y de los momentos, esto es:

F=00e,9 - % % -+9)

)2

3:3(3”3:)“.)?‘)?2).”)

Se 1lama Paréntesis de Pisson de dichas funciones a
la siguiente expresidn:

n i
{F,MZZ(% 23.‘55 2%’) (1)

=1 <

Ee

Existe una notable analogia entre el Paréntesis de
Poisson { ¢, ‘3} tal como se acaba de definir y el conmutador

[ ¢, 9] definido como

[e9)=fg-aFf

como puede verse de las propiedades del Paréntesis de Poisson

que se enumeran a continuacidn:
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e, 9b=-{a,¢}

i) {cc,g]:c{plﬂ

iii) ‘G,c}:o

i) \;13%}:\@,3}4«\%,»\}
IR ERIR LS I
vi) {pilg\zéwbgi

P PR

(c= const&\'\te)

La propiedad vi) se sigue directamente de.la defini-

cidn: n3e 3f 3p: o
- —_— _——J—.-
PRI I E

ser BP] =0

para toda i ; y los primeros términos se anulan para i = j,

pero para i# j toman el valor

of
35?{

La propiedad vii) se concluye de un razonamiento

semejante.

El empleo sisteméatico de estas propiedades facilita

la evaluacidn de los Paréntesis de Poisson de ciertas expresio-
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nes, en especial de expresiones polinomiales, sin hacer uso de

la definicion por medio de derivadas parciales.

El proceso de la evaluacion de los Paréntesis de

Poisson de dos expresiones polinomiales de la forma

Ut U oo U+ U o \

donde W; 'y U; son monomios es como sigue:

Haciendo uso de la propiedad 1iv) de la distributi-
vidad frente a la suma convetimos el Paréntesis de Poisson

inicial en una suma:

{u, '\fl}J, (\u, ]\L\»« PR {uzj\r,l b iu“,\h}

reduciendose el caso a la solucidn de Paréntesis de Poisson de

expresiones monomiales que son del tipo

fus w)= e g, B9 el

donde TV y P son productos que no contienen a la coordena-

da ?1 ni al momento P, como factores.

A continuacién, el empleo de la propiedad v) de
distributividad frente al producto nos da como un primer resul -

tado
-\

IADEEAG I WA T LR T



y esta operacidon repetida « veces con Y \s veces con %

y analogamente con Py y $‘d nos da como resultado :
R S AN
+d { fl\?i g, P]
MR LA F} B

a bt

N E o W Lo

donde de acuerdo con las propiedades vi) y vii) podemos ver
que {TT , Pi\: o v \‘\1 , itk:o ya que T{ no depende de p,
ni de 21 ; y también,

Ve e etel= der e e
(g, ¥ % ph=co % P

Resultando asi

o+ < +a a+c— +d -
P, 3:’ {’“’,P\“‘Qd?, Qba T P

i

- e ?Q-N. -\ 3:46-.,‘,‘, P

que equivale a:

otC _ped 1 ot b
. Vs -bc
\31 ﬁt \T(/F]‘*- ULU‘- Px ii (O.d ) (2)
Si continuamos el proceso eliminando de los factores
avy P a todos los demas pares de variables conjugadas, obtendre-

mos una suma de monomios y un término de la forma:
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%5 o

donde o y f3 son los factores constantes contenidos en U; y
V% respectivamente; €ste término es cero ya que el Paréntesis”
de Poisson de una constante con cualquier funcion es cero (propie-

dad iii)), por lo tanto el resultado final sera:
d,

A R LA A A e AR A ST
U U ?? ?;‘ (a,di-lo.c))
+ U 'U:i P;?;‘ (Qldz‘bzc‘l)

(3)

+u; Uy P:Q: (Q“&““ b C,‘)

Que nos da la formula para los Paréntesis de Poisson de dos
polinomios. -Nbtese que esta féormula sirve también para cual-
quier operacidn que cumpla con las propiedades de los Parén-

tesis de Poisson antes mencionadas.

Con estos puntos tedricos como base pasemos a
explicar la programacidén en LISP.
PROGRAMACION DE LOS PARENTESIS DE POISSON A PARTIR

DE SU DEFINICION.

Basandonos en su definicidon y usando la funcién



DERIVATIVE antes descrita, es facil hacer una funcion que los

ejecute.

Esta funcidén que se llama PB (Poisson Brackets) tiene
tres argumentos, los dos primeros son las funciones de las que se
quiere obtener el Paréntesis de Poisson, puestas en forma de lis-

ta en notacidn polaca y el tercero es la lista de las variables con-
jugadas puestas ordenadamente en dos sublistas separadas; es
decir, los argumentos de PB son de la forma:

£, 8,(XYZ...) (Px Py Pz))

Como primer paso, esta funcién construye con la
lista de variables una nueva lista de la forma
(X Px) (Y Py) (Z Pz) ... (4)
donde cada par de variables conjugadas estan juntas. Este pri-
mer paso se logra con la funcién PAIRLIST (vease en el apéndice)

aplicada a las dos sublistas iniciales de variables conjugadas.

El segundo paso es ejecutar la férmula

of 93 _of 23
O % 99, 9% (5)

para cada par de variables conjugadas, es decir, para cada ele-
mento de (4) esto se logra con la instruccion para construir una

lista de la forma

( - (* DERIVATIVE ¢p; f) (DERIVATIVE 9: & ))
(6)
(** DERIVATIVE ¢; f) (DERIVATIVE p; g)))
Una lista de esta forma se construird para cada par
de variables por medio de la funcion FOREACH. Finalmente se su-

man todas las listas de la forma (6) y se simplifica el resultado con la

funcion SIMPLIFY .

Esta definicién de Paréntesis de Poisson a partir de

derivada tiene 2 gravesinconvenientes:

En primer lugar es bastante lenta ya que aplica la
funcién DERIVATIVE un nimero muy grande de veces: cuatro
por cada par de variables conjugados (12 veces en un problema de

3 dimensiones).

El segundo inconveniente es la complejidad con que
aparece el resultado, o en otras palabras, la necesidad de
aplicar al resultado procesos largos de simplificacion como seria
la multiplicacidn de potencias de la misma base sumando los ex-

ponentes, etc.

Sin embargo es la Gnica definicidon que nos garantiza
poder resolver los Paréntesis de Poisson de funciones no poli-

nomiales.



Para resolver los Paréntesis de Poisson de dos
plinomios, y en menos tiempo obtener un resultado bastante
simplificado, es conveniente hacer un programa que haga uso de
las propiedades del Paréntesis de Poisson antes mencionadas.
Dicho programa tendra ademas la ventaja de que servirad para

resolver operaciones que cumplan con las mismas propiedades.

PROGRAMACION DE LOS PARENTESIS DE POISSON A

PARTIR DE SUS PROPIEDADES

El primer paso para resolver los Paréntesis de

Poisson de dos polinomios es distribuir frente a la suma, redu-
ciendo el caso a Paréntesis de Poisson de monomios en los que
hay potencias de las variables conjugadas y factores constantes.
La resolucidn de estas expresiones se puede hacer recurrente-
mente usando la formula en la que al sacar un par de variables
conjugadas se genera un monomio. Este método tiene el incon-
veniente de que da un resultado al que todavia hay que hacerle

simplificaciones dificiles para ponerlo en forma abreviada.

Es preferible haciendo uso de la férmula final ( 3 )
encontrar una manera sistematica de obtener cada uno de los
monomios en su forma méas abreviada, lo cual evita grandes com-
plicaciones al simplificar, como la de multiplicar potencias de la

misma base, ya que podemos lograr un resultado en el que los

monomios aparezcan en su forma mas compacta.

A continuacién describiremos paso a paso el programa
haciendo uso de la féormula (3) que da un resultado bastante simpli-

ficado.

La funcién que efectua todo el proceso también se lla-
ma PB (Verren el apéndice su definicién) y sus argumentos se
especifican de la misma manera que en el caso anterior. Es una
combinacion de varias funciones que se pueden dividir en dos gran-

des grupos:

El primer grupo es el que ejecuta la operacion Parén-
tesis de Poisson propiamente dicha y esta condensado inicialmente

en la funcion PB

El segundo grupo se podria llamar de presentacion ex-
terna y es el que traduce el resultado final de una notacién abre-
viada que se usa en el proceso interno y que luego se describira
a notacidén ordinaria polaca, y ademas efectia las simplificaciones
necesarias sobre el resultado final, como son aplicar la ley aso-
ciativa, multiplicar por cero y por uno, elevar a la cero y a la

uno, etc.

Describamos cada uno de estos grupos de funciones:
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En el primero, la operacidn inicial es transformar la
lista de variables conjugadas (il en otra lista de la forma
(X Px) (Y Py)...)
este paso se hace con PAIRLIST al igual que se hizo en la progra-
macion por medio de derivada; sirve para facilitar el proceso de

construccion de la expresion final.

El segundo paso lo hace especificamente la funciéon PB
y consiste en distribuir a la operacion Paréntesis de Poisson fren-
te a la suma, transformando asi el Paréntesis de Poisson de dos
polinomios en la suma de varios Paréntesis de Poisson de dos

monomios.

El Parentesis de Poisson de dos monomios es procesa-
do por la funcion PB¥*, pero antes de que ella entre en accidén, los
argumentos son transformados a otra notacidén que facilita el
proceso. La transformacidn a dicha notacién la efectua la fun-

cion PREPB

Esta funcidn inicialmente examina si alguno de los dos
monomios es negativo, en tal caso invierte el orden de los mono-

mios y quita el signo haciendo uso de las propiedades i) y ii):
{-¢,98= {a,¢}

Si los dos monomios son negativos hace la inversién

dos veces: {_\:l_%k: &‘_,%}

Una vez eliminados los posibles signos, los monomios
son simples productos donde los factores pueden ser o bien constan-

tes o bien potencias de las variables del problema.

Cada monomio es transformado en un producto cuyos
Gltimos factores son los factores constantes del monomio si los
hay y cuyo primer factor es una lista ordenada de los exponentes
a los cuales aparecen elevadas las variables en el monomio, esto
es, por ejemplo, sila lista de variables es:
((X PX) (Y PY))

y €l monomio

(¢ 3(x* X 2) ( **PY 2) X Y))=3X2 Py2 XY
sera transformado a

(*((3 0 (1 2) 3
donde como se puede ver el primer factor es el resultado de
sustituir, en la lista de variables, a cada variable por su multipli-

cidad.

Una vez puestos los monomios en dicha notacién, la
funcion PB* procede a ejecutar la formula (3) multiplicando los

monomios en la manera que ella indica.

Para multiplicar los monomios entre s{ y por P; y

! simplemente se suman vectorialmente las listas de expo-

%

nentes, restando 1 a la componente j correspondiente. La



funcion PB1 construye los factores del tipo ( aj dj -bj Cj) en
cada uno de los polinomios. Para sumar vectorialmente las lis-

tas de exponentes se usa la funciéon VECSUM que simplemente

suma los vectores componente a componente.

En toda esta formulacién se usan ciertas funciones

satélites que son importantes de mencionar:

En primer lugar, como se trabaja con exponentes en-
teros, sumandolos y restandolos, se construye un equipo de fun-
ciones que efectuan la suma y diferencia de enteros para no dejar-
la indicada. Dicho equipo esta condensado en la funcion (BISUMA
A B) que efectua la suma de dos enteros positivos o negativos,
usando las funciones MAS Y MENOS que trabajando sobre la lis-

ta INTEGERS, ya mencionada, suman o restan enteros positivos.

La funcion (MULTIPLICIDAD X L) da la potencia
a que se encuentra elevado el factor X en el monomio L suman-
do los exponentes correspondientes. La funcidon (EXPORDER U W)
construye el vector cuyas componentes son los exponentes a que apa-

recen elevadas las variables.

Por ejemplo, el monomio
( 3 (**% X 2) (**% PY 2) X Y)
es arreglado con respecto a la lista de variables

(X PX) (Y PY))

dando

((30) (12))

Esta funcidn trabaja con ayuda de la funcién MULTI -

PLICIDAD para calcular los exponentes.

El segundo grupo de funciones de la funcién PB como
va se dijo, traduce el resultado a notacién ordinaria y lo simpli-
fica. En la primera parte se aplica la ley asociativa, ya que el
resultado vendra dado como una suma de sumas. Esto se hace
con la funcién (PERASSOCIATE L) que aplica la ley asociativa
para productos y sumas penetrando en los argumentos por medio de
la funcion(PERCOLATE G L) (ver su descripcidn en el apéndice).
Por ejemplo si se aplica la funcion PERASSOCIATE a la expre-
sion

(+(+2ab) (¥ cd) (+1f ( gh))
que equivale a

(a+b) + cd+ (f+( g+h))
se obtiene

(+a b (* cd) f gh)
que es igual a

a+b+cd+frg+h

Una vez asociado el re~uitado, tenemos una simple
suma de monomios puestos en notacién abreviada (como una lis-
ta de exponentes) . El siguiente paso es traducir estos monomios

a notacién ordinaria de LISP, lo cual se logra con la funcidn
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(TRANSLATE L W ) aplicada acada uno de los monomios; esta
funcién pasa de un monomio de la forma

(* ((a b) (e d) ...) r s
(donde r y s son factores constantes) que esta referido a la
lista de variables

(X PX) (Y PY)...)
a uno de la forma

(* (** X a) (**% PX b) (** Y c)

(* PY d) ... rs)
que equivale a:

x2 . PxP. v& PYd,. . | pes

Una vez puesto el resultado en forma de polinomio
solo falta hacerle simplificaciones elementales. Para ello se
puede usar la funcidén (SIMPLIFY L ) o bien una combinacion de
funciones que hacen casi lo mismo y por lo tante no merecen ser
explicadas con mucho detalle. Estas funciones que penetran en las
subexpresiones por medio de la funcion PERCOLATE, antes
mencionada, son:
(ZEROBEGONE L).- Hace las simplificaciones referentes a los
ceros: multiplicacidon, suma y diferencia con cero.
(EXPBEGONE L).- Hace las simplificaciones referentes a expo-
nentes: Potencia cero y potencia unidad.
(-GO L) .- Es una funcién que cuando encuentra un producto con
factores con signos negativos les quita el signo a todos y le pone

el signo correcto al producto. Por ejemplo:
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(* A(+B (*C (-D)) (-E) (-F)
es transformada a

(* A (+B (-(* CD))) E F)
(ONEGEONE L ).- Hace las simplificaciones referentes a la

unidad (productos con algun 1 como factor).

El proceso descrito hasta ahora, de ejecucién y sim-
plificacion de los Paréntesis de Poisson se puede comprender mejor
con un ejemplo sencillo en el seran descritos los pasos interme-
dios:

Calculemos el Paréntesis de Poisson del momento
angular con la coordenada Y para el caso de dos dimensiones
(X y Y):

v, xpY -vpx}
la instruccidn correspondiente sera:
(APPLY PB (Y (+ (* X PY) (- (*Y PX))
(X Y) (PX PY))
Nbtese que los polinomios solo se pueden poner como sumas, Nno cComo

diferencias, por eso se le pone signo negativo a un monomio.

El primer paso serd transformar el tercer argumen-
to. (la lista de variables) a una nueva lista en la que aparezcan
juntas las variables conjugadas, por lo tanto los nuevos argumen-

tos seran:
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Y
(+(* X PY) (- (* Y PX))
(X PX) (Y PY))
El siguiente paso sera bifurcar el problema al distribuir al Pa-
réntesis de Poisson frente a la suma; los argumentos de los dos
nuevos problemas seran ahora:
Y
(* X PY)

(X PX) (Y PY)Y)

y

Y

(- (* Y PX))

(X PX) (Y PY)

Ahora se efectua la traduccidn a la notacidn abre -
viada;

En el primero problema queda
Y=(*(0 0) (1 0))
(* X PY)=(*((10) (0 1))
y en el segundo, como hay un monomio negativo se invierte el
orden y se hace la traduccidn:
(* Y PX)=(*((0 1) (10))
Y = ((00)(10))
observese que como en ningin monomio habia factores constantes,
los productos quedaron con un sdlo factor que es la lista o vector

de los exponentes ordenados.

S a3 -
El siguiente paso es aplicar la férmula ( 3 ) obte-
niendo asf las siguientes sumas para el primer problema:
(+ (% ((0 (1) (1 1) (- (*0 1) (¥ 0 0))
(*((1 0 (0 0) (- (*x 0 0) (61 1))
que se traduce con la funciéon TRANSLATE a
(r (x(ex X @)(** X (1))
(xx Y )(x* PY 1)
(-(x o )x o o)
(% (¢ x 1Y PX O)

(* Y o) (x* PY O)
(-x 0o O)Y 14))N)

que en notacién ordinaria es

X° PX Y PY' (oxi- 0«O)+
+ X' PXTX° PY® (o0 - 1x1)

y para el segundo:
(+* (o M2 N (-1 O)=0o o))
(* (0 D) (1 Mo NE40N)

que se traduce a
(+ (¢ (xx O) (x* PX (- 1))
(=« Y )&= PY O)
(- 1)Y= 00))
(x ()% X O)(=x PX {)
G Yy 1Y% PY (- 1)
- o 1Y+ 1 o))



que en notacidn ordinaria es:
X° PX' X* PYT(41xO - 0OxO)+
+ x° pxt ¥ opY T (oxi-150)

Estas expresiones se suman y se les aplica ZEROBEGONE

y se reducen a:

(¥ (%% X 1) (% PX 0) (%% Y O) (¥* PY O) (-(*1 1))
que es lo mismo gque
x! Px° Y° PY ( -1 1
Después se aplica EXPBEGONE (simplificaciones rela-

tivas a los exponentes) y se obtiene:

(* X1 1 1 (- (*11))
A lo cual se aplica - GO dando
(- (* X 1 1 1 (1 1)
A lo cual se aplica ONEGO ( multiplicaciones por uno) y se obtiene el
resultado final
(- X)
que es el valor de

\Y, X PY - Y PX‘

APENDICE

A continuacién aparecen las programas de Derivada
y de Paréntesis de Poisson. Posteriormente se describen algu-
nas funciones elementales que se emplean en estos programas y

cuya definicidn no esta incluida.



f§?§$B7FY (LAMBDA (L) (COND
LCATOM L) L)

((T) ((LAMBCA (X) (COND

T § -

((EQ (CAR X) (QUOTE *))
(COND ((ELEMENT (QUOTE 0) (CDR X)) (QUOTE 0))

((ELEMENT (QUOTE 1) (CDR X))
((LAMBDA (Y) (COND

((NULL Y) (QUOTE 1)) C((NULL (CDR Y)) (CAR'Y)Y)Y 7
((T) (CONS (QUOTE *) Y))))

(EXPUNGE (QUOTE 1) (CDR X))))
((T)Y X))

((EQ (CAR X) (QUOTE +)) (COND

((ELEMENT (QUOTE 0) (CDR X)) ((LAMBDA (Y) (COND
((NULL Y) (QUOTE 0)) ((NULL (CDR Y)) (CAR Y))

((T) (CONS (QUOTE +) Y))))
(EXPUNGE (QUOTE 0) (CDR X))))

((T) X))
((SIMILAR (QUOTE (- O =)) X) (LIST (QUOTE =) (CADDR X)))
((SIMILAR (QUOTE (- = 0)) X) (CADR X))

((EQUAL (QUOTE (= C)) X) (QUOTE 0))

((SIMILAR (QUOTE (/ - 1)) X) (CADR X))
((SIMILAR (QUOTE (/ O =)) X) (QUOTE 0))

((SIMILAR (QUOTE (%% ~ 1)) X) (CADR X))

((SIMILAR (QUOTE (¥* - (= -)))y X) (LIST
(QUOTE /) (QUOTE 1) (LIST (QUOTE #*%) (CADR X) (CADR (CADDR X)))))

((SIMILAR (QUOTE (** - 0)) X) (QUOTE TN
((SIMILAR (QUOTE (%% (%% — —) =)) X)

(LIST (QUOTE *¥) (CADR (CADR X)) (LIST (QUOTE ¥)
(CADDR (CADR X)) (CADDR X))))

(7)) X))

(MAPCAR. (QUOTE STMPLIFY) L)1) 1))

(DIFFERENT IATE (LAMBDA (X L)
(SIMPLIFY (DERIVATIVE X L))))

(DERIVATIVE (LAMBDA (X L) (COND

((ATOM L) (COND ¢(EQ X L) (QUOTE 1)) ((T) (WUOTE 0)))) (A)
((SIMILAR (QUOTE (+ = ~)) L) (o)
{LIST (QUOTE +) (DERIVATIVE X (CADR L)) (DERIVATIVE X (CADDR L)1) VS)

((SIMILAR (QUOTE (+ ===)) L)
(CONS (QUOTE +)

(MAPCAR (FUNCTION (LAMBDA (L) (DERIVATIVE X L))) (CDR L))))

((SIMILAR (QUOTE (-~ - =)y L) (LIST (QUOTE =)

(DERIVATIVE X (CADR L)) (DERIVATIVE X (CADDR L)))) -4%2-
AASIMILAR . (QUOTE (% Yy L) (LIST (QUOTE +)

(LIST (QUOTE %) (CADR L) (DERIVATIVE X (CADDR L))) (E)

(U IST (QUOTE %) (DERIVATIVE X (CADR 1)) (CADDR 1 ))))

((SIMILAR (QUOTE (% —==)) L)

(CONS (QUOTE +) (MAPCAR (QUOTE (LAMBDA (L) (CONS (QUOTE *) L))) (F)
(DIAG (FUNCTION (LAMBDA (L) (DERIVATIVE X L))) (CDR L)))))

((SIMILAR (QUOTE (/ - =)) L) (LIST (QUOTE /) PN
(LIST (QUOTE ~-) (LIST (QUOTE *) (DERTVATIVE x (CADR L)) (TADDR L) \GJ

(LIST (QUOTE *) (CADR L) (DERIVATIVE x (CADDR L))))
T(LIST (QUOT=Z *%) (CADDR L) (QUOTE 2))))

T((SIMILAR (GUOTE (%% — —)) L)

(LIST (QUOTE *) (CADDR L) (n)
(LIST (QUOTE ¥¥) (CADR LJ
(COND

( (NUMERAL (CADDR L)) (PREDECESOR (CADDR L)))
((T) (LIST (QUOTE =) (CADDR L) (QUOTE 1)))))
(DERIVATIVE X (CADR L))))

((STMILAR (QUOTE (- —)) L)
(LIST (QUOTE =) (DERIVATIVE X (CADR L)))) (N

((EQ(QUOTE. SIN) (CAR L))
(LIST (QUOTE *)(DERIVATIVE X (CADR L)) (LIST (QUOTE C€OS) (CADR L))))

((EQ (QUOTE COS) (CAR L))

(LIST (QUOTE =) (LIST (QUOTE *)
(LIST (QUOTE SIN) (CADR L))
(DERIVATIVE X (CADR L)))))

((SIMILAR (QUOTE (ARC 'SIN =)) L)

(LIST (QUOTE /) (DERIVATIVE X (CADDR L))
(LIST (QUOTE #*#) (LIST (QUOTE =-) (QUOTE 1)
(LIST (QUOTE *%) (CADDR L) (QUOTE 2)))
(LIST (QUOTE /) (QUOTE 1) (QUOTE 2)))))

((SIMILAR (QUOTE (ARC COS -)) L)

(LIST (QUOTE -) (LIST (QUOTE /) (DERIVATIVE X (CADDR L))
(LIST (QUOTE #%#) (LIST (QUOTE -) (QUOTE 1)

(LIST (QUOTE #*%) (CADDR L) (QUOTE 2)))

(LIST (QUOTE /) (QUOTE 1) (QUOTE 2))))))

((SIMILAR (QUOTE (EXP =-)) L)
(LIST (QUOTE *) L (DERIVATIVE X (CADR L))))

((SIMILAR (QUOTE (LOG - =-)) L)

(LIST (QUOTE /) (DERIVATIVE X (CADDR L))
(LIST (QUOTE #*) (CADDR L)

(LIST (QUOTE LOG) (QUOTE E) (CADR L))




((T) (LIST (QUOTE DERIVATIVE) X L)))))

(DIAG (LAMBDA (G L) (DIAG* G L,ENFLIST)))’

(DIAG* (LAMBDA (G N L R) (COND

CONULL N) R)

((T) (DIAG* G (CDR N) L (CONS (DIAGX¥¥ G (CDR N) L) R)))I)I))

(DIAG** (LAMBDA (G N L) (COND

((NULL N)Y (CONS (G (CARLY)Y (CODR' LYY o
((T) (CONS (CAR L) (DIAG*¥ G (CDR N) (CDR L)))))))

(PREDECESOR (LAMBDA (X) (PREDECESOR¥* X (INTEGERS))))

(PREDECESOR¥* (LAMBDA (X 1) (COND_

((EQ X (CADR 1)) (CAR 1))
((T) (PREDECESOR¥* X (CDR I1))))))

(NUMERAL (LAMBDA (X) (ELEMENT X f{ﬂTgGﬁBSl)))”rw

(GRADIENT (LAMBDA (U L)

(FOREACH
(FUNCTION (LAMBDA (X L) (DIFFERENTIATE X L))) U L))

(DIVERGENCE (LAM3DA (U L) (SIMPLIFY
(CONS (QUOTE +) (MAPCAR

(FUNCTION (LAMBDA (X) (DERIVATIVE (CAR X) (CADR X))))

(PATRLIST U L))))))

(CURL (LAMBDA (U L) (LIST
(SIMPLIFY (LIST (QUOTE =)

(DERIVATIVE (CADR U) (CADDR L)) i
(DERIVATIVE (CADDR U) (CADR L))))

(SIMPLIFY (LIST (QUOTE =)
(DERIVATIVE (CADDR U). (CAR L))

(DERTVATTIVE (CAR U) (CADDR L)11))
(SIMPLIFY . (LIST (QUOTE =)

(DERTVATIVE (CAR U) (CADR L))
(DERIVATIVE (CADR U) (CAR L)))))))

(MULTIDERIVATIVE (LAMBDA (U L) (FOREACH%*

“{FUNCTTION (CAMBDA (X C) (DIFFERENTTATE X LYY U Cyyvy

(PB (CAMBDA (U V W)
(SIMPLIFY

(CONS (QUOTE +) (FOREACH (FUNCTION (LAMBDA (X L)

(LIST (QUOTE =) (LIST (QUOTE *)

(DERTVATIVE (CADR X) (CAR L))
(DERIVATIVE (CAR X) (CADR L)))

(LIST (QUOTE *)
(DERIVATIVE (CAR X) (CAR L))

(DERIVATIVE (CADR X) (CADR L))))))
(PAIRLIST (CAR W) (CADR W)) (LIST U V))

3)))

(PAIRLIST (LAMBDA
((NULL U) (LIST))

[QUARD]

(COND

((T) (CONS (LIST (CAR U) (CAR V)) (PAIRLIST (CDRU) (CDR V)1
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(DEF INE

(PB (LAMBDA (F G U) (ONEBEGONE (-GO (EXPBEGONE (ZEROBEGONE
(CONS (QUOTE +) (FOREACH (QUOTE TRANSLATE)

(CDR (PERASSOCIATE (PB+ F G (PAIRLIST (CAR U) (CADR U)))
(PAIRLIST (CAR U) (CADR U))))))))))

Ty

(PR+ (LAMBDA (F G W) (COND

((SIMILAR (QUOTE (+ ===)) F) (CONS (QUOTE +)

(MAPCAR (FUNCTION (LAMBDA (X) (PB+ X G W))) (CDR F))))
((SIMILAR (QUOTE (+ ===)) G) (CONS (QUOTE +)

(MAPCAR (FUNCTION (LAMSDA (X) (PB% (PREPB F X W)))) (CDR G))))

((T) (PB* (PREPB F G W))))))

(PREPB (LAMBDA (U VvV W) (COND
((SIMILAR (QUOTE (= =)) U) (PREPB V (CADR U) W))

((SIMILAR (QUOTE (= =)) V) (PREPB (CADR V) U w))

((T) (LIST (APPEND (LIST (QUOTE %) (EXPORDER U W))
(COND ((ATOM U) (COND ((FORSOME (FUNCTION (LAMBDA (X)
(ELEMENT U X))) W) (LIST)) ((T) (LIST U))))

((T) (POSSESSING

(FUNCTION (LAMBDA (X) (OR (AND (ATOM X) (NOT (FORSOME
(FUNCTION (LAMRDA (Y) (ELEMENT X Y))) W)y )

(AND (NOT (ATOM X)) (NOT (SIMILAR (QUOTE (%% = =)) X)))))) (COR U))»))
(APPEND (LIST (QUOTE *) (EXPORDER V W))

(COND ((ATOM V) (COND ((FORSOME (FUNCTION (LAMBDA (X)

(ELEMENT V X)) W) (LIST)) ((T) (LIST VII))

((T) (POSSFSSING (FUNCTION (LAMBDA (X) (OR

(AND (ATOM X) (NOT (FORSOME (FUNCTION (LAMBDA (Y} -
(ELEMENT X Y))) W))) (AND (NOT (ATOM X))

(NOT (SIMILAR (QUOTE (%% = —)) X)))))) (CDR V)))1))1)1)))

(PR* (LAMBDA (U) (CONS (QUOTE +) (MAPCAR (FUNCTION (LAMBDA (X)

(APPEND X (APPEND (CDDAR U) (CDDADR U)))))

(FOR3 (QUOTE PB1) (FOREACH (QUOTE VECSUM/) (DIAG (FUNCTION (LAMBDA (Y)
(LIST (BISUMA (CAR Y) (QUOTE (-~ 1))) (BISUMA (CADR Y) (QUOTE (- 1)))))
(CADAR U)Y) (CADADR U)) ’
(CADAR U) (CADADR U))))))

(PB1 (LAMBDA (Z U V) (LIST (QUOTE %) Z (LIST (QUOTE =)
(LIST (QUOTE *) (CADR U) (CAR V)) (LIST (QUOTE %) (CAR U) (CADR V)))))

(PAIRLIST (LAMBDA (U V) (COND
CONULL Uy (LIST))
((T) (CONS (LIST (CAR U) (CAR V)) (PAIRLIST (CDR U) (CDR V)))))))

(EXPORDER (LAMBDA (U W) (COND ((NULL W) (LIST))
((T) (CONS (LIST (MULTIPLICIDAD (CAAR W) U)
(MULTIPLICIDAD (CADAR W) U)) (EXPORDER U (CDR W)))))))

(MULTIPLICIDAD (LAMBDA (X L) (COND

C((NULL L) (QUOTE 0))

(CATOM L) (COND ((EQ X L) (QUOTE 1)) ((T) (QUOTE 0))))

((EQ (CAR L) X) (RISUMA (QUOTE 1) (MULTIPLICIDAD X (CDR L))))

_si-

CCAND (SIMILAR (QUQOTE (¥¥ - ~)) (CAR L))

_(OR (F0O X (CADAR | ))

(AND. (MOT (ATOM (CADAR L))
(FLEMENT X (CADAR ()))))

(RISUMA (CADDAR L) (MULTIPLICIDAD X (CDR L)) ))
((T) (MULTIPLICIDAD X (CDR L))))))

(VECSUM/ (LAMBDA (A B) (COND ((NULL A) (LIST)HY)

((T) (CONS (LIST (FRISUMA (CAAR A) (CAAR R))
(BISUMA (CADAR A) (CADAR 7)) (VECSUM/ (CDR A) (CDR B)))))))

(31SUMA_(LAMADA (A7) (COND
((ATOM A) (COND ((ATOM B) (MAS A B))
((T) (MENOS A (CADR B)))))

((T) (COND ((ATOM £) (MENOS B (CADR A)))
((T) (LIST (QUOTE =) (MAS (CAPR A) (CARR B)))))))))

(4AS (LAMEDA (A_B) (COND ((EQ A (QUOTE 2)) B)
((FQ 8 (QUOTE 0)) A)
((T) (CAR (TALLYCOMPLEMENT (APPEND

(FRAGMENT A (INTEGERS)) (FRAGMENT 8B (INTEGERS ))) (INTEGERS )))))))

(MENOS (LAMBDA (A ™) (COND

((FQ A _(QUOTE 0)) (LIST (QUOTE =) R))
((FQ B (QUOTE 0)) A)

((EQ A P) (QUOTE 0))

((ELEMENT A (FRAGMENT B8 (INTEGERS))) (LIST (QUOTE =)

(CAR (TALLYCOMPLEMENT (DIFFERENCE (FRAGMENT A (INTEGERS))
(FRAGMENT R (INTEGERS))) (INTEGERS)))))

((T) (CAR (TALLYCOMPLEMENT (DIFFERENCE (FRAGMENT A (INTEGERS))
(FRAGMENT 0O (INTEGFRS)Y)) (INTEGERS)))))))

(DIFFERENCF (LAMBDA (A B) (COND
((NULL A) B) ((NULL R) A) ((T) (DIFFERENCE (CDR A) (CDR By

(FOR3 (LAMBDA (G Z U V) (COND ((NULL Z) (LIST))

((T) (CONS (G (CAR Z) (CAR U) (CAR V))

(FOR3 G (CDR Z) (CDR U) (CPR V1y)1)1)1))

_(DIAG (LAMPRDA (G L) (DIAG*¥ G L L (LIST)Y)Y))

(DIAG* (LAMBDA (G N L R) (COND

((NULL N) R)
((T) (DIAG* G (CDR N) L (CONS (DIAG** G (CDR N) L) R))IIIM)

(DIAG** (LAMBDA (G N L) (COND

((NULL N) (CONS (G (CAR L)) (CDR L))

_((T) (CONS (CAR L) (DIAG** G (CDR N) (CDR L1)))))))

(TRANSLATE (LAMBDA (L W) (CONS (CAR L) (APPEND (APAIR (CADR L) W)

(CDDR L)HY)Y)Y))

(APAIR (LAMBDA (L w) (COND ((NULL L) (LIST))
((T) (APPEND (LIST (LIST (QUOTE *%) (CAAR W) (CAAR L))
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(LIST (QUOTE *%) (CADAR %) (CADAR L3))) (APAIR (CDR L) (CDR W)))))))

(ASSOCIATE (LAMEDA (L) (COND
((EQ (QUOTE +) (CAR L))

(CONS (QUOTE +) (ASSOCIATE* (QUOTE (4 ===)) (CDR L)1)
((FQ (CAR L) (AUOTF %)) ) - o
(CONS (QUOTFE %) (ASSOCTATE# (QUOTE (¥ —=—==)) (CDR L))))

4T Ly)y))

(ASSOCTIATE* (LAMEDA (X L) (COND
CONULL L) (LIST))

((SIMILAR X (CAR L)) o o
(APPEND (CDAR L) (ASSOCIATEX X (CDR L))))

((T) (CONS (CAR L) (ASSOCIATE* X (CDR L)))))))

(PERASSOCIATE (LAMPDA (L) (PERCOLATE (QUOTE ASSOCIATE) L)))

(EXPGO (LAMBDA (L) (COND - ]
((SIMILAR (QUOTE (%% — £)) L) (QUOTE 1))
((SIMILAR (QUOTE (#¥ — 1)) L) (CADPR L)) ((T) LI

(EXPBEGONE (LAMBDA (L) (PERCOLATE (QUOTE EXPGO) L)))

(ZEROGO (LAMBDA (L) (COND
((AND (FEQ (CAR L) (QUDTE %))
((EQ (CAR L) (QUOTE +))
((LAMEDA (X) (COND ((NULL X) (QUOTE C))
((NULL (CPR X)) (CAR X))

"LEMFNT (QUOTE 0) (CDR L))) (QUOTE 0))

((EQUAL (QUOTE (= 0)) L) (QUOTE "))
((T)_(CONS (QUOTE +) X)))) (EXPUNGE (QUOTE N) (CDR L))))

((EQUAL (QUOTE (= 7)) L) (QUOTE 0))
((SIMILAR (QUOTE (= = ©0)) L) (CADR L))

((SIMILAR (QUOTE (= O =)) L) (LIST (QUOTE =) (CADDR L)))
((TY LIy

(ZEROBEGONE (L AMBDA (L) (PERCOLATE (QUOTE ZEROGO) L)))

(ONEGO (LAMBDA (L) (COND

((EQ (CAR L) (QUOTE %))
((LAMBDA (X) (COND ((NULL X) (QUOTE 1))

((NULL (CPR X)) (CAR X))
((T) (CONS (QUOTE #*) X))))

(EXPUNGE (QUOTE 1) (CDR L)))) ((T) LI

(ONEBEGONE (LAMBDA (L) (PERCOLATE (QUOTE ONEGO) L)))

(=GO (LAMBDA (L) (COND ((ATOM L) L) ((EQ (CAR L) (QUOTE ¥))
((LAMBDA (X) (COND ((EQ (CAR X) (QUOTE =)) (LIST (QUOTE =)

(CONS (QUOTE %) (CDR X)))) ((T) (CONS (QUOTE *) (CDR X)))))
(=GO* (MAPCAR (QUOTE -GO) (CDR L)))))

((T) (MAPCAR (QUOTE =GO) L))

(=GO* (LAMBDA (L) (COND ((NULL L) (LIST (QUOTE +)))
((T) C((LAMBDA (X) (COND

((EQ (CAR X) (QUOTE +4)) (COND ((SIMILAR (QUOTT (= =)) (CAR L))
(CONS (QUCTE =) (CONS (CADAR 1) (COR X))))

((T) (CONS (QUOTE +) (CONS (CAR L) (CDR X))))))

((T) (COND ((SIMILAR _(LUQTE (= =)) (CAR L)) (CONS (QUOTE +)
(CONS (CADAR L) (CDR X)) ((TH (CONS (QUOTE =)

(CONS (CAR L) (CDR X)))2)))))

(=GO¥* (CDPDR L)Y)))))
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BREVE DESCRIPCION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES QUE
SE USAN EN ESTOS PROGRAMAS Y CUYA DEFINICION NO ESTA
INCLUIDA.

(ELEMENT X L)
Es un predicado que es cierto solo si X es un

elemento de la lista L. Ejemplo:

(ELEMENT A (B C A))= (T) (verdadero)

(EXPUNGE X L)
Es una funcién que quita de L todos los elemen-

tos iguales a X Ejemplo:
(EXPUNGE A ( A B ACD)=(BCD)
(FORSOME P L)

Es un predicado de dos argumentos: un pre-
dicado y una lista. Es cierto solo si P lo es para algln ele-
mento de L. Ejemplo:

(FORSOME ATOM ((A B) C(D E )= (T)
(FOREACH G X L)
Es una funcion de tres argumentos, el
primero G, es una funcion de dos argumentos y las otras
dos son listas. Forma una lista cuyos elementos son los resul -
tados de aplicar G a cada elemento de X ya L . Ejemplo:
(FOREACH G ( A B C) (D E)=
=(GA(D E)) (GB(DE) (GC(DE))
(INTEGERS) .
Es una funcion sin argumentos cuyo valor es la lis-

ta de los enteros del 0 al 60

- 55 -

(MAPCAR G L)
Es una funcidn cuyos argumentos son una

funcion G y una lista L . Da como resultado la lista de los
resultados de aplicar G a cada elemento de L.
(PAIRLIST L M)

Sus argumentos son dos listas de igual niimero
de elementos. Forma una lista cuyos elementos son listas de
parejas de elementos que son una de L y su correspondiente
de M Ejemplo: (PAIRLIST ( A B C) X Y Z)) =

=((A X) (BY)(C2z)
(POSSESSING P L)

Tiene dos argumentos: un predicado y una
lista. Da la lista de los elementos de L para los cuales P
es cierto. Ejemplo:

(POSSESSING ATOM ((B C) LISP (123) A))=
=(LISP A)
(PERCOLATE G L)

Tiene dos argumentos, una funcién y una
lista. Aplica G a todas las subexpresiones de la lista L me-
nos a los atomos, y a la lista total, estoes, si L=(A ’( B C) D)

(PERCOLATE G L) =( G(A(G( B C)) D)
(SIMILAR X L)

Es un predicado de dos argumentos que es ver-
dadero si X es similara L. DLos expresiones son similares si
v solo si ocurre alguna de las siguientes posiblidades:

la. Si son dos simbolos atdmicos identicos.



2a.

3a.

4a.

5a.

Si son dos listas vacias
Si uno de ellos es un guidn ( - ).

Si el primer elemento de X es un atomo que consta de
3 guiones seguidos ( ---).

Si el CAR de X es similar al de L y sus CDR son
similares.





