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INTRODUCTION 

Depuis l'article publié en 1965 par J.A ROBINSON (ROBINSON-1) 
sur une méthode nouvelle, dite "resolution" particulièrement efficace, la 
démonstration automatique n'a cessé de se développer. De nouveaux raffi
nements ont été créés puis implémentés sur ordinateur. Certains théorèmes 
ouverts ont même démontrés par des programmes de démonstration automa
tique (ALLEN et LUCKHAM-1). 

Il faut noter cependant que parmi de nombreux problèmes qui 
restent encore posés dans ce domaine, figure celui du traitement de 
l'égalité. C'est en effet un outil particulièrement puissant mais qui 
n'a pas encore, malgré la paramodulation (Robinson et Wos-1), été 
résolu de manière satisfaisante. 

Nous avons été amené à modifier l'axiomatique de ce prédicat 
de façon à rendre plus efficace son traitement et c'est en fait un 
prédicat différent: l'égalité formelle que nous étudierons. 

La terminologie et les théorèmes de base de la démonstration 
automatique seront étudiés dans le premier chapitre. Nous parlerons 
entre autre des mtions de clauses, d'interprétations et de substitu:bion,, 
Le théorème de Herbrand, clef de voûte de toute la démonstration auto
matique servira de base au théorème de resolution de Robinson. Nous 
parlerons enfin de la notion de stratègie introduite par Kowalski 
( KOWALSKI-2). 

Le second chapitre sera consacré exclusivement à l'égalité formelle. 
Nous donnerons les axiomes de ce prédicat et la notion d'interprétation 
injective qui servira de base à tous les théorèm8s quï suivront. Nous 
montrerons en particulier que pour toute méthode complète et 11généralisa:Ple" 
(ce qui correspond au "lifting" de la littérature anglo-saxone) on peut 
trouver une méthode associée dans laquelle est inclu le traitement 
automatique des axiomes de l'égalité formel.le. Plusieurs exemples d'utili
sation de 1 1 égalité formelle donneront une idée des avantages qu'il fournit 
aux démonstrateurs automatiques. 

Le dernier chapitre enfin traitera plus spécialement de l'implé
mentation des méthodes décrites précedemment, sur ordinateur. 

Le langage que nous utilisons pour décrire .les algorithmes est 
Algol-W, Ce langage a été choisi pour les possibilités qu'il offre 
dans le maniement de données formelles comme les chaines, les listes ou 
les arbres et pour la simplicité et l'efficacitè de ses procédures 
d'entrée~sortie. Le langage est à peu de choses près une extension 
d'Algol 60. Notons également que le compilateur dont nous disposions était 
particulièrement efficace tant à 1.1.éxécution qu'à la compilation. 

Nous décrirons la façon dont nous codons les clauses (formules) 
en mémoire ainsi que les algorithmes d'unification, de copie et 
d'utilisation d'un dictionnaire de liste d'arbres. 
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La syntaxe du langage dans lequel doit etre decrit un problème 
posé au programm: OEDIPE où sont réunis ces différents algorihmes, 
les paramètres à fournir en ce qui concerne la stratégie ainsi que 
la syntaxe des r§ponses seront explicités. 

Deux exemples détaillés seront donnés dans ce dernier chapitre. 

Une bibliogcaphie sera donnée en appendice. 
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CHAPITRE I 

NOTIONS GENERALES SUR LA DEMONSTRATION AUTOMATIQUE 

L'objet fondamental de la démonstration automatique est de trouver 
un algorithme·général qui, pour un ensemble A quelconque de formules de 
la logique du 1er ordre, et pour une formule quelconque F donne comme 
résultat oui ou non suivant que Best déductible de A ou non. 

Les logiciens ont :nontré ::iue ce problème, pour les théories du 
1er ordre, est indécidable, i-e que l'algorithme général n'existé pas. 
Grace au théorème de Herbrand, en montre cependant qu'il existe un algo
rithme dit de semi-décision qui résoud le problème suivant: pour tout 
ensemble de formule A, et pour toute formule B, si Best un théorème 
déductible de A, alors l'algorithme s'arrête au bout d'un nombre· fini 
d'itérationset donne comme résultat une démonstration du théorème. Dans 
le cas contraire l'algorithme peut boucler et ne jamais s'arrêter. 

Nous allons tout d'abord donner quelques rappels de logique sur 
les notions fondamentales à la démonstration automatique. 

I.1. RAPPELS DE LOGIQUE 

Démontrer qu'un ensemble de formules {F,, .•... ,Fn} du 1er ordre 
entraine logiquement une formule Best équivalent à montrer que la 
conjonction F1 et F 2 et ... Fn et non B est insatisfaisable c'est à dire 
qu'il n I existe aucuneinterpr€tation qui la satisfait: 

Tout les algorithmes utilisés en démonstration automatique testent 
en fait 1 1insatisfabilité d'une formule. On a cependant besoin d'écrire 
cette formule sous formule 11clausale" que nous allons expliciter. 

Toute formule est équivalente à une formule normale prénexe conjonc
tive, c'est à dire une formule de la forme PF où Pest une suite de quan
tificateurs et Fest une conjonction de formules qui sont elles mêmes 
des disjonctions de littéraux. On dit alors que Pest le préfixe et Q la 
matrice de la formule. 
Exemple : 

VxVy3zVu P(x,y) et (Q(y,z,u) ou P(a,b)) et non R(z) 
ici 

est le préfixe P(x,y) Q(y,z,u) P(a,b) R(z) sont les 

littéraux. 
On montre alors que l'on peut éliminer tous les quantificateurs 

existentiels d'une telle formule par l'introduction desnouveaux symboles 
fonctionnels dits "fonctions de Skëlem". 
L'algorithme est le suivant: 
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soit 
(1) Vx 1 •••• , ••• Vxn 3 z Po F une formule sous forme normale prénexe 

conjonctive 
où 

V x 1 •..• ·, .V xn 3 zP o est le préfixe, F la matrice. Supposons en outre que 

'1'x1 ...... • Vx . n ne contienne aucune occurence du symbole 3 . Alors 

la formule (1) est équivalente à la suivante: 

(2) Vx1,,, ••..• 'v'xn Po F(zl f(x1 , ...... xn)) où f est un nouveau 

symbole fonctionnel d'ordre n n'apparaissant pas dans F et où F(zlf(x 1 , ••• ,x )) 
n 

désigne la 
dans F par 

formule obtenue 
f( XJ,,, , , ,x ) 

n • 

à partir ·de F en remplaçant chaque occurence de .. z 

En itérant le processus pour tous les symboles existentiels du pré
'..)ixe on obtient donc une formule équivalente, où n'apparait plus de symbole 

existentiel. 
,)ox<smple 

(1) Y x.:ii'Y~ (P(x) ~ Q(y)) et non R(y,z) 

a "skolemisation" de cette formule donne: 

(2) Yx Yz (P(X) ~ Q(f(x))). et non R(f(x),z) 

fois obtenue.cette formule peut être remplacée par une formule 
en distribuant les quantificateurs universels sur les et puisque 
est équivalente à (Vx F) et CVx G) 

_ On arrive ainsi à une formule sous forme clausale c'est à dire Ùne 
'conjonction de formules qui sont elles-mêmes des dijonctions de littéraux; 
quantifiées universellement. 

Voici un exemple de théorème à démontrer que l'on exprime sous forme 

On suppose que les psychiatres ne psychanalysent que des malades et 
\que quiconque ne se psychanalyse pas lui-même est malade. Montrer alors que 
.tous les psychiatres sont malades. 
· Nous utiliserons 3 prédicats pour formaliser ce problème en une 

du 1er ordre: 

Ps(x) qu'on interprétera 
P(x,y) " " 
Malade ( x) " " 

par x est psychiatre. 
" x psychanalyse y. 
"x est malade. 
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Le problème est de montrer que 

( 1) V x (Ps(x)=> Malade(x)) 

est déductible de: 

(2) \/X (Ps(x)=>( \/y P(x,y)=>Malade(y))) 

et 

(3) Vx (~ .!:_(x,x))=>Malàde(x)) 

Il faut donc montrer que la formule suivante est insatisfaisable: 

(4-) ( vx Ps(x)=>( \/y P(x,y)=>Malade(y))) et ( Vx ~ P(x,x)=>Malade(x)) 

et ( 3 x (Ps(x) et non Malade(x))) 

En écrivant sous formule normale prénexe conjonctive on obtient: 

(5) 3x\/y\/z (non Ps(y) ~ non P(y,z) ~Malade(z)) 

et (P(y,y) ou Malade(y)) et (Ps(x)) et (~ Malade(x)) 

Après introduction de la fonction de Skolem A et distribution des 
quantificateurs 

(5) \/y \/z (non Ps(y) 2.1:-1: non P(y,z) o,, Malade(z)) 
et 

et 

et 

\/y (P(y ,y)ou llalade(y)) 

Ps(A) 

~ Malade(A) 

Il ne reste plus alors qu'à tester l'insatisfabilité de cette formule . 
Chacune des disjonctions quantifiée universellement est appelée 

une clause. 
Un ensemble de formules est donc logiquement équivalent à une 

conjonction de clauses. L'algorithme qui effectue une telle transforma-
tion ne figure pas dans notre programme et le soin ~st laissé à 
l'utilisateur de formuler le problème sous forme clausale. En fait la 
plupart des problèmes s I expriment fa·cilèment sous cette forme et la 
principale difficulté ne r€side pas,loin de là, dans cette transformation 
mais plutôt dans la recherche de la preuve de l'insatisfabilité. 
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I.2. INTERPRETATIONS.DE HERBRAND 

Clauses 

Nous allons donner une définition formelle des clauses sous forme 
d'une frammaire-context-free. L'alphabet dont on dispose est constitué 
d'un ensemble de variables V, d'un ensemble de.symboles fonctionnels F et 
d'un ensemble de symboles relationnels (ou symboles de prédicats) R. 
A chaque symbole fonctionnel ou relationnel est associé un nombre entier 
positif ou nul, son ordre (qui correspond au nombre d'arguments de la fonc-· 
tion ou du prédicat). 

Les symboles fonctionnels d'ordre O sont aussi appelés constantes. 
Nous définirons une clause en fait par sa matrice. 
Voici les règles permettant de les définir: 

<terme>::= <symbole fonctionnel n>(<liste n termes> )J 
<symbole fonctionnel O>J<variable> 

<liste n termes>::= <liste n-1 termes>·, <termes> 

<liste 1 termes>::= <terme> 

<formule atomique>::= <symbole relationnel n> (<liste n termes> )J 
<symbole relationnel O> 

<littéral>::= <formule atomique>! non <formule atomique> 

<clause>::= <conjonction littéraux> 

<conjonction littéraux>::= <conjonction littéraux> ou <littéral>J<vide> 

<symbole fonctionnel O> 

<symbole fonctionnel 1> .. -
alblcl •. • • • • •. 

fJgJhl ....... . 

<variable> : := xJyJ zl .•..•... 

<symbole relationnel O> .. - Plo loi •........ 

<symbole relationnel l> SI T 1 • • · • • • • • • • 

etc ........ . 

Voici un exemple de clause: 

P ~ ~ R ~ ~ S(f(g(a))) ou T(h(x)) 
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En fait l'opération ou étant commutative, associative et idempo
tente il est plus commode dedéfinir une clause non pas comme une disjonc
tion de littéraux mais comme un ensemble de littéraux. 

DEFINITION I.2.1: clause 
On appele clause tout ensemble de littéraux. 

De plus par commodité d'écriture nous noterons la négation d'une formule 
atomique A non pas par non A mais par 7r. 
En outre si Lest un.litteral r;- désignera le littéral suivant, A étant une 
formule atomique: 

si L = A alors r;- = 7r 
si L = A alors 'Ii = A 

Exemple de clause: { P-, Q(x,y), R(f(x),a)} 

Nous donnerons au chapitre III la façon dont une clause est codée 
en mémoire dans le programme OEDIPE ainsi que l'algorithme de copie d'une 
clause. 

En extrapolant la définition précédente nous considérerons toute 
conjonction de clauses comme un ensemble· deolauses et nous définirons alors 
les interprétations en fonction de ces conventions. L'avantage de telles 
représentations est de pouvoir utiliser le langage de la théorie des ensem 
bles pour établir des théorèmes généraux sur l'insatisfabilité des théorie 
du 1er ordre, plutôt que de manier des interprétations au sens habituel 
en logique. 

REMARQUE 
La clause égale à l'ensemble vide sera notée □ et appelée clause v 

DEFINITION I.2.2 
Une expression est un ensemble de clauses un term~,un littéral·où.1 

clause• Une expression est dite terminale si elle ne contient aucune 
occureÙce de variablese 

DEFINITION I.2.3 : Univers de Herbrand. 

Soit Sun ensemble de clauses. L'Univers de Herbrand de S, noté H( 
est l'ensemble des termes terminaux construits à partir de l'ensem 
ble des symboles fonctionnels de S (ensemble auquel on ajoute la 
constante A s'il est vide). 

Dans l'exemple du paragraphe I la formule (6) pouvait être considérée comm, 
l'ensemble S de clauses suivant: 

S={{P-s(y), P-(y,z), Malade(z)},{ P(y,y),Malade(y)},{Ps(A) , Malade(. 
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L'univers de Herbrand de S est alors H(S)={A} 

Si S= {{F(f(x),a)},{Q(y),R(f(b,y))}} alors 

H(S )={a,b ,f(a) ,f(b) ,g(a ,a) ,g(b ,a) ,gb ,b) ,f( f(a)), ...... } 

H(S) est toujours fini ou dénombrable si S est fini ou dén@inorable. 

Substitutions 

Intuitivement une clause C étant quantifiée universellement, si 
elle est satisfaite par une interprétation, toute clause obtenue en substi
tuant les variables de C par d'autres termes est encore satisfaite par cette 
interprétation. C'est ce qui nécessite l'introduction de la notion de 
substitution. 

DEFINITION I.2.4 : Substitution 
On appele substitution tout ensemble fini, éventuellement vide,o 
de couples ·de la forme x. /t. : 

l l 

o={xi/t1, xe/t2,• ..... , x /t·} tels que: 
n n 

(1) V ÏE {1, •... n}, xi est une variable et ti un terme avec tit xi 

(2) V i,j {l, .... n} X. t X. 
l J 

L'ensemble { x 1, .•.. ,x} est l'ensemble des variables de la 
substitution et sera n2té V( o). 

REMARQUE 

Chaque couple x./t. est appelé composante de la substitution 
l l 

Dans le cas où Œ est vide nous noterons par E. Dans ce cas 
V(E)= ii5. 

DEFINITION I.2.5 

Soit E une expression et o= {x1/t 1, .... , x /t} une substitution. 
n n 

On définit alors E Ocomme étant l'expression obtenue en remplaçant 
simultanément chaque occurence de xi par ti da.ns l'expression E pour chaque 
composant x. /t. de o . 

D l ll ' . ans e cas ou o est vide E E=E. 
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Exemples: 

(1) E= {P(x,f(x)), P(f(a),y)} a= {x/a,y/f(x),z/x} 

E a={ P(a,f(a)),P(f(a),f(x))} 

(2) E= {P(x,y),P(f(y),a)} a={ x/f(a),y/a} 

E a= {P(f(a),a)} 

(3) E= f(x) a ={y/z} Ea =f(x) 

DEFINITION I.2.6 : Instance 
Soient E et E' deux expressions. On dit que E' est une instance 
de E ssiilexiste une substitution a telle que 

E' =Ea 

Exemple: 

P(a,f(a)) est une instance de P(x,f(y)) 

Nous verrons au paragraphe 3 les principales propriétés des 
substitutions, dont celles qui serviront pour le chapitre IL Les 
quelques définitions que nous venons de donner nous permettent cepen
dant d'introduire la notion d'interprétation de Herbrand. 

Iterprétations de Herbrand 

DEFINITION I.2.7 base de Herbrand 
Soit Sun ensemble de clauses. On appelle base de Herbrand de S, 
notée fi (s), l'ensemble des instances terminales des atomes ayant 
une occurence dans S. 

NOTATION 

L étant un littéral quelconque nous 
/L/ =Lou W=L. On a alors /r.-/=/L/ 
substitution a. 

noterons /LI l'atome tel gue 
I , ' 

et I Lai= L a pour toute 

~ 

Donc on peut dire que AE H(S) si et seulement si il existe un 
littéral Layant une occurence dans S,et une substitution a telles que: 

a ={xi/t 1 , •••• , x /t} 
n n 

La est terminale et A=/La/ 

avec iE {1., .... ,n} 
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Soit 
S={{ P(n,f(x)},{ "Q"(a),Q(f(a))},{(y)}} 

~(s)= {Q(a),R(a), Q(f(~)),R(f(a)),P(f(a)))), ..... } 

DEFINITION I.2.8: interprétation de Herbrand 
Soit Sun ensemble de clauses. On appelle interprétation de 
Herbrand de S, tout ensemble Ide littéraux terminaux tels que 

(1) LEI=> ILI EH(S) 

(2) LEI=> L €T 

Une telle interprétation I détermine en fait une interprétation unique(/) 
dans,le sens usuel, de la manière suivante. 
L'univers de ~ est l'univers de Herbrand H (considéré comme un 
ensemble de mots) 

Pour tout symbole fonctionnelf;d'ordre n, de S, (/) (f) est une application 
de H2 dans H définie par· 

Vt1, .... ,t EH 
n 

Pour tout symbole Pelationnel P d 'ordr·e n de S, (/) ( p) est une application de 
Hn dans {O,l} défini par 

vt1,••··,t EH n 
(()(P) (t i, ••• t )=1 

n 

En tenant compte de ces remarques on peut donc définir la notion 
de satisfabilité pour les interprétations de HerbPand. Habituellement 
une formule quantifiée universellement est satisfaite par une interprétation 
w ssi toutes ses instances terminales sont satisfaites par W. Une 
conjonction de formule est satisfaite par(/) ssi toutes les formules le sont. 
On peut donc définir en conséquence la satisfabilité au sens des inter
prétations de Herbrand. 

DEFINITION I.2.9 : satisfabilité 
Soit Sun ensemble de clauses et I une interprétation de Herbrand 
de S. 
On dit qu'une clause CES est satisfaite par I ssi toute instance 

terminale eu de C est telle que Cu n I i ~ 

L'ensemble de clause S est satisfait par I ssi toute clause de c 
est satisfait par I. 

Un ensemb~_e de clauses S est satisfaisable ssi il existe une inter
prétation de Herbrand qui le satisfait et il est insatisfaisable dans le 
cas contraire. 
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Notons que ee-tte définition est bien cohérente avec la définition habi
tuelle. 

Soit C' =Co un,e instance terminale d'une clause C ES, I une interpré
tation de H,erbNnd, q:; 1' interprétation dans H( S )( 1 1 interprétation habi
tuelle; associée à I. 

Si C'={L1, .... ,L,"} où L1, .... Ln 
' . . . d rA B) 

sont des littéraux terminaux alors 
' par. def1n1 t1010 e (fl . ou on a , 

donè 

donc 

f.P(C')= Max{ q:;(11), ..... , lP( L ) } 
n 

donc 'P(C')=l 

ssi 3i E{l, .... ,n} tel que 

lP ( C' ) =l ssi. 3L E C' tel 
(j) ( C' ) =1 ssi C' n I 1 cj, 

que 

lP(L.)=1 
l 

tp (L)=l (ie-LEI) 

On étend la définition au cas où C= □ auquel cas C nr=c/> pour toute 
toujours insatisfaisable). interprétation de Herbrand I (donc □ est 

En ce qui concerne un ensemble de clauses S qui représente une 
conjonction è.e formule, la définition s I accorde également à la définition 
habituelle. 

En ce qui concern,e, la notion de satisfabili té il faut noter que 
pour toute interprétation (!J il existe une interprétation de Herbrand I 
qui satisfai:: les mêmes clauses que <P • 

REMARQUE 
Un ensemble de clauses S est insatisfaisable ssi il existe un 
ensemble d'instances terminales de clauses de S insatisfaisable. 

En effet si S est insatisfaisable alors l'ensemhle de toutes les instances 
terminales de clauses de S est lui aussi insatisfaisable. 

Si S' est un ensemble de clauses instances terminales de clauses de Set 
si S' est insatisfaisable alors VI interprétation de Herbrand, 3 C' ES' 
telle que C' n'est pas satisfaisable par I. Donc s~ C' = Ca avec C E S , 
C n'est pas satisfaisable par I donc S non plus. 
Donc S est insatisfaisable. 

Le théorème de Herbrand est une restriction à cette remarque. 

THEROEME I.2.1: Herbrand 
Un ensemble de clause S est insatisfaisable ssi il existe un en
semble fini S' d'instances terminales de clauses de S,qui est 
insatisfaisable. 

Le détail de la démonstration figure dans ROBINSON-1, HAYES et KOWALSKI-1 
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Ce théorème permet déjà d'imaginer un algorithmepour tester 
l'insatisfabilité d'un ensemble fini de clauses S. L'ensemble des 
instances terminales de clauses de S étant dénombrable récursivement, 
on peut générer cet ensemble par· un algorithme. Pour chaque sous
ensemble fini ainsi généré on peut tester son inconsisterîc~ paP. un 
algorithme puisque il est constitué de clauses terminales en nombre 
fini. 

En fait une telle méthode est impraticable et c'est la notion 
de plus grand unifieur (P.G.U) introduite par Robinson qui va permettre 
de trouver un algorithme plus efficace. 

I.3 PROPRIETES DES SUBSTITUTIONS 

Définitions et propriétés générales 

DEFINITION I.3.1: variables 
Soi~ E une expression quelconque. L'ensemble des variables de E, 

noté V(E), est l'ensemble des variables ayant une occurence dans E. 

NOTATION I.3.1: Union dijointe d'ensembles. 
Soient E, F et G trois ensembles. On définit l'union disjointe 

de 2 ensembles, que l'on note O par: 

E:::f ù G ssi Gt~ E= F u G 

DEFINITION I. 3. 2: Composition de substitutions 
Soient Œ et p deux substitutions. On définit la composée 
de cret de p , que 1 1 on note par cr.p , de la façon sui vante: 

cr.p ={x/t.p tels que x/t E Œ et x;!t.p } :j { x/tEp'tels que xi V( cr)} 

Donnons des exemples: 

(1) Œ ={x/a,y/f(x)} 

(2) Œ ={x/y, y/x} 

p= {x/y, z/b } 

p= {y/x,x/y} 

cr.p= {x/a,y/f(y),z/b} 

Œ.p= E (substitutions vide) 

Notons que crp est bien une substi tutionpuisque réunion disjointe de deux 
substitution qui n'ont pas de variables en c·ommun. 
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PROPOSITION I. 3 • '.c 
Pou:::, t01.:.·-.0.s s ~Dst i tuions o , p, :J. f.t pour toutes expressions 
L et :::1 or:, a; 

( l) 

(2) 

o.(;c.µ )=(o.p).µ associativité 

vE = E.O =O E élément neutre 

(3) (E.O ).k = E.(O,µ) 

( 4) si B cE' alors EO c E' O 

(5) (E U E' )o = Eo U E'o 

Nous ne dor.nerons pas les démonstrations de ces quelques propriétés 
qui se trouvent dans l'article de Robinson (ROBINSON-1 ) 

Pour les besoins du chapitre II nous aurons besoin de propriétés 
supplémentaires que voici: 

PROPOSITION I.3.2 
Soient pet cr 2 substitutions et E une expression. Alors 

( vx E V(E) x. cr =x. p )~ Ecr =Ep 

En effet soit x •E V(E). Alors x est substitué par un même terme dansE 
par cr etp. 

PROPOS!TlONI,3.3: Substitution minimale. 
Soient E une expression et Dune instance de E. Alors il 
existe une substitutimunique cro (dite substitution minimale) 
telle que : 

(1) vcr c:: E.o=D~(cro ucr et 

(2) 

(3) 

DEMONSTRATION 

EOo=D 

V(Oo) eV(E) 

V(oo) = V(E) (\ V(cr)) 

- D étant une instance de E il existe cr1 telle que Eo1 =D. 

- Soit vo={x/t ·E: cr1 / x EV(E)} . On a donc (3) V(Oo) c:V(E) 

De plus d'après I.3.2 puisque v XE V(E) x.cr1=x.Oo on a 

EOo=Ecr1=D (2) 
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- Soit a telle que F:cr=D. On. a alors puisque Ea-=E o;; toujours 

. d'après I. 3. 2 , 

donc puisque 

donc x/tECT1 

vx E V(E) 

V(ao) C V(E) 

donc Go= G 

x.cr=x.cro 

V x/t E cro x,cro=t=x.cr1 

De plus V(a) n V(E)=V(cro) n V(E)=V(cr 0 ) 

PROPOSITION I.3.4 
Soit G =cri Û CT2 une substitution, E une expression telle 
que V(cr1) . n V(E)= q,. 
Alors 

Ea=Ea2 

DEMONSTRATION 
En effet soit cro la substitution minimale telle que Eao=Ea 

On a alors d'après I.3.3 

donc 
V(cro)=V(E) n V(cr)=V(E) r, (V(cr1) 0 V(cr2))=V(E) n V(cr2) 

cro={x/t E G2 /x E V(E)} donc d'aprèsI.3.2 

E'ROPOSITION I.3.5 
Soient a= <Ji Û G2 et p deux substitut ions telle que CT2 soit 
une substitution terminale (c'est à dire que x/t E 02 ., t terminal) 
Alors 

CT2 C CT.p 

l2_EMOljSTRATIQN 

Or 
donc 

- après la définition de la composition on a: 

a. p= { x/ t . p t • q"-( t • p 
{x/t.p t.f* x et 

{x/t E p / x Œ 

*x) et s:/t E ad U 
x/t Ecr2} U 

\'(cri Ù cr2)} 

{x/t.p tels que x/t E cr2 et t. p ? x}={x/t tels que x/t E cr2}=i:r 2 

PROPOSITION I.3.6 

Soit Ca =Dune instance terminale de C. Alors: 

Yp cr c p => Cp=D 
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DEMONSTRATION 
En effet puisque Ccr est une instance terminale de C toutes les 
variables de C ont été substituées par des termes terminaux 
donc V(cr) j V(C) donc d'après I.3.2 comme oc p on a 

Cp=Ccr 

PROPOSITION I.3.7 
Soit E != F deux expression, E' une instance terminale de E. 
Alors: 

3 cr telle que Fcr est une instance terminale de F 
et 

Ecr =E' 

DEMONSTRATION 
Soit cr 
Soit V1 

la substitution minimale telle que E'=Ecro 
l'ensemble des variables de F n'apparaissant 

V1 =V(F) ,n[<v(E)) 
pas dans E 

Soit 

Soit 

De plus 

or 

Donc 

cr1={x/a avec x E Vi} et a un symbole constant quelconque 

cr =cri Ü cro Ecr1 =Ecro =E' d'après I.3.6 puisquecr(l::·cr 

V(o)=V(cr1) Ü V(cro )=(V(Ji') h (V(E)) U V(cro) 

V(oo)=V(E) puisque E' est terminale. 

V(cr)=V(F) et comme cr est une substitution terminale 
Fcr est terminale. 

Plus grands unifieurs 

Un des principaux outils de la resolution est l'utilisation des 
unifieurs. Il permet de minimiser le nombre d'instance de clauses utilisées 
dans les algorithmes. Il a été introduit par Robinson (ROBINSON-1). 

DEFINITION I.3.3: Unifieurs 

Exemple: 

Soit A un ensemble d'expressions, et cr une substitution. 
On dit que cr est un unifieur de A ssi Ao est un singleton. 
Dans le cas ou A admet un unifieur on dit que A est unifiable. 

A={P(x,e,x), P(e,x,x)} alors cr={x/e} est un unifieur de A 
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doncA est uni.fiable . 

n:est pas unifiable. 

THE!DR•EME I. 3 .1 Plus grand unifieur 
Soit A ,,n ensemble non vide fini d'expression. Si A est 
unifiable alors: 

il existe un unifieur ŒA (appelé plus grand unifieur de A et 

noté p.g.u) de A tel que 

Pour tout unifieur 0 de A il existe O tel que 0 =oA.o 

Nous allons donner en fait l'algorithme qui permet de construire Oo 
La preuve que la substitution trouvée répond au théorème se trouve dans 
ROBINSON-1. 

Soit A={E1, ..... ,E} un ensemble fini d'expressioJ13 (termes ou littéraux) 
n 

L'ensemble de desagrenent de A est l'ensemble des expressions e1, ..... ,e 
qui sont les sous E~xpressions de E1, ...... E commençant au premier n 
symbole où E1, .... I:n différent. n · 
Exemple: 

A= {P(x,e,x), P(x,f(x,y),z)} P(x,g(a),b)} 

L'ensemble de désagrément de A est {e,f(x,y) ,g(a)} 

Si 0 est un unifieur de· A,A n'étant pas un singleton, 0 unifie son 
ensemble de désagrément. 

L'agorithme permettant de calculer oA est le suivant: 

Etatl: Oo+E: K + 0 Aller à l'état 2 " 

Etat2: Si Aok n'est pas singleton aller à état 3, sinon oA +OK aller à FIN 

Etat3: Supposons l'ensemble de désagrément de~ (non vide) orêonné 
lexico graphiquement, les variables ayant l'ordre le plus petit parmi les 
symboles. 
Soient t1et t2 les deux premier termes de l'ensemble de désagrément de Ao K 

a)Si t1est une variable n'ayant pas d'occurences dans t 2 alors: 
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K + K+l 

Aller à 2 

b) Sinon aller à FIN 

On montre alors que l'algorithme s'arrête en un nombre fini 
d'étapes et que si l'arrêt est produit à l'état 3 alors A n'est pas 
unifiable. 
Par contre si l'arrêt se produit en 2 alors crA est le plus grand 
unifieur cherché. 

Nous donnerons l'algorithme écrit en Algol-W qui permet de 
calculer le p.g.u d'un ensemble de deux expressions (Chapitre III) 

Très souvent nous parlerons d'unifieur de t1 et t2 au lieu de 
parler d' unifieur de 1 •·ensemble { t 1, t 2}. 

PROPOSITION I.3.8 
Soitcro un p.g.u d'un ensemble d'expressions A. 
Alors 

vx/t (CTo V(t) n V(cro)= <P 

c'est à dire que tous les termes intervenant dans la substitution 
n'ont pas de variables communes avec la substitution. 

DEMONSTRATION · 
D'après la constitution d'un·p.g.u de A on a 

cr=cr1 .cr2 ....... cr 
En outre N 

vK ({1, ..... N} 

Montrons la proposition I.3.8 par récurrence sur le nombre N 

N=l+ 

K+l+ 

cr1={x1/td avec V(ti) "/J x1 

crk+l =<'\• {x1<+/ti<+1}. 

Or l'ensemble de désagrément de Acr 
k 

x.1, .... xk puisque vx/t E crk 
donc 

V(tK+l) nV(crK)= <P 

donc V(t1) n v(cr)= <P 

ne contient plus les variables 

V(t) n V(crk)= q, • 

et 
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V(t) -n V(c'k)= ~donc la seule variable substituée dans t est éventuellement 

xK+l qui est remplacée par tK+l· or V(tK+l) n V(oK+l)= $ donc 

V(t.o) n V(oK-r1)= t 

Voici en fait une des raisons de la puissance de cet outil qu'est le 
p.g.u dans la démonstration automatique. 

Soient deux clauses: C=D U {L} et C' =D' u {t'} . Ces clauses impliquent 
logiquement toutes leurs instances. 
Supposons que Let L' soient unifiables, O un unifieur: Lo=L'O 
on a donc 

Co = Do u {Lo} C'o =D'o u {L'o} 

Par la règle de coupure de la logique on peut déduire logiquement de 
Cet C' la clause 

E=Do U D' o 

Si l'on prend pour unifieur o, le p.~.u de Let L' la clause E obtenue 
est la clause la plus générale que 1 1.on peut obtenir de C et C' par 
coupure et instantiat.ion. 

Notons qu'un p.g.u d'un ensemble A n'est pas unique puisqu'il est 
défini à un ordre lexicographique près. 

De plus si o est un p.g.u de A, toute instance de A qui est un singleton 
est lui-même une instance de Ac; 

Donnons enfin un exemple de p.g.U: 

A= {P(x,y,u), P(z,x,x)} 

crA={u/x, y/x, z/x} AoA= {?(x,x,x)} 

Un autre p.g.u possible est: 

cr'A={x/z, y/z,u/z} Ao'A={P(z,z,z)} variante de 
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I. 4 RESOLUTION 

La méthode de resolution est une méthode de déduction qui permet, 
étant donné un système de clauses inconsistant de générer la clause vide 
à partir de ces clauses. 

Une méthode de déduction est consistente si les clauses 
déduites d'un ensemble de clauses par cette méthode sont logiquement 
déductible de l'ensemble de départ. 

Elle est complète si à partir d'un ensemble inconsistant en 
peut générr=r la clause vide. 

Résolution d'un ensemble de clauses terminales 

DEFINITION I.4.1 
Soient C1 et C2 deux clauses terminales. On dit que C est une 
resc,lvante de C1 et C2 ssi: 

il existe un littéral L tel que LE C1 et L EC2 et 

Dans le cas de clauses terminales la resolution n'est autre que la 
règle de 11coupure 11 des logiciens. 
Donnons un e:œmple: 

C1={L,P,Q(a),R(b,c)} C2={L,R(a,b),Q(a)} 

C1 etC2 adme-ttent comme resolvante C={L,P,R(b,c),R(a,b)} 

DEFINITION I.4.2 

exemple: 

Une déI'iVat:ièh terminale R, d'une clause. C, à partir d'un 
ensemble de clauses terminales S est une suite de Clauses 

R,=(C1, ...... ,Cn) 

tel.le que yiE{l, ... ,n} • CiE S 

avec jet k < i 

ou Ci est un~ resolvante de 

et C =C. n 

C4={L1,L2, ~3} Cs={L1 ,L2 ,L3 } 
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Soit ~=(C1 ,C2, c,, C4, Cs,CG,C1,Ca,C9,) avec 

CG={L,,L,} resolvante de C1 et C2 

C1={L2 ,L,} resolvante de c, et C1 

Cs={L2,L,} resolvante de Cs et C4 

C9={L2} resolvante de Cs et C1 

Alors lG es·t une dé·1.,ivation de la clause { L2}à partir de s 

On peut repre,senter cette dérivation par le .graphe suivant: 

Ici chaque noeud est étiquetté par une clause. 

DEFINITION I.4.3 
On appelle refutation toute dérivation de la clause vide. 

Le théorème dE~ Robinson établit qu I en fait la resolution est une méthode 
complète et consistente. 

THEROEME I.4.J. (Robinson) 
Soit Sun ensemble fini de clauses terminales. Alors: 

S est instisfaisable ssi il existe une refutation de S 

Ce théorème permet de construire un algorithme "relativamept" efficace
pour tester l'inconsistence d'un ensemble de clauses S. Il suffit de 
générer toutes les déductions de S (qui sont en nombre dénombrable) 
jusqu'à trouver la clause vide. 
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En fait l'algorithme (pour qu'il soit complet) doit faire intervenir 
la notion de stratégie, que nous verrons au paragraphe I. 6, introdu:ite3 
par Kowalski ( HAYES et KOWALSKI -1) 

La stratégie la plus simple consiste à générer les resolvantes de 
premier "niveau", puis de deuxième 11niveau 11 etc ...•. (ceci pour un en
semble fini de clauses). 

Nous montrerons que ce théorème est encore vrai si S est infini. 

_Resolution dans le cas général 

Le théorème de Herbrand nous assure que si en ensemble de 
clauses S est insatisfaisable, il existe un ensemble S 1 fini d'instances 
terminales de clauses de S qui est lui aussi insatisfaisable. Donc 
d'après Robinscn il existe une refutation à partir de cet ensemble. 
On définit alors la resolution dans le cas général de façon à "généraliser" 
le cas terminal c'est à dire que toute resolvante de 2 instances termi
nales de 2 clauses C1 et C2 est une instance terminale d'une resolvante 
(générale) de C1 et C2 . 
On sait alors étant donné Set S 1 construire une refutation qui
"généralise" la refutation à partir de S'. Cette refutation est une 
refutation à partir de S. 

On est obligé.dans la définition des dérivations générales 
d'introduire la notion de facteur et la notion.de resolvante, c'est à 
dire deux règles d' in.férence au lieu d'une dans le cas terminal. 

DEFINITION I. 4. 1+ 
On appelle variante d'une clause C toute clause D telle que 
il existe deux substitutions 01 et 02 avec 

D=Co1 et C=Do2 

Deux variantes ne différent en fait que par un changement des noms de 
variables (deux variables distinctes étant substituées par des variables 
distinctes). 

DEFINITION I.4.5 
On appelle facteur de base d'une clause C toute clause Co, où. 

o est un p.g.u de 2 littéraux de C, ou toute varîante de C. 
On appelh, facteur de C tout facteur de base d'un facteur de C, 
ou tout :facteur de base C. 
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Exemples: 
C={P(x,y,z), P(a,x,x), P( u,a,a)} admet comme facteurs lui-

même et: 
C1={P(a,a,a), P('-t,a,a)} C2={P(x,a,a),P(a,x,x)} 

Cs={P(a,y,z), P(a,a,a)} 
C,={P(a,a,a)} ainsi que toutes leurs variantes. 

DEFINITION I.4.6 

Exemple: 

Soient deux clauses C1 et C2 avec F.,1, c: C1 et l;';z C:: C2 , 
C1 et C2 n'ayant pas de variables communes. 
Soient F1 U· F2 unifiable, , a un de ses P.g.u. Alors la 
clause 

C=(C1-{Fi} )a U (Cr{Fz} )a est une resolvante de C. 

CI et C 2 sont les parents de C, FI et F 2 les littéraux résolus. 

C1={P(x1,x2,a), Q(x2,z,b)} et C2={P(a,b,z 1
), P(b,c,z')} 

admettent comme résolvantes: 

C={Q(b,z,b), P(b,c,a)} 

et 

C'={Q(c,z,b), P(a,b,a)} 

Cette définition est une extension du cas terminal puisqu'alors 

Puisque 

coupure 
C1a et C2f> C20 et que C est déduite de C10 et C20 par 
C2 impliquent logiquement C. 

La resolution est une règle d'inférence consistante. 



DEFINlTION I.4.7 
On appelle dérivation~ d'une clause D à partir d'un ensemble 
de clause S, toute suite ~=(C,, .•... ,Cn) telle que: 

(i) C =D 
n 

(ii) V i E{l, .... n} 

( •- Ci est un facteur d tune 

J clause C S E ou 

\

- C. est un facteur d'une resol

v:nte de 2 clauses Cj et Ck avec 

j ,k < i 

Une réfn•i:o.tion est une dérivationde la clause vide. 

Donnons un exemple de refutation (problème des psy~hiatres du chapitre I). 

C1 ={Ps(y), P(y,z), Malade(z)} C2 ={P(y,y), Malade(y)} C3 ={Ps(A)} 

C,={Malade(A)} 

La sult.e R,=(C!.,C2./·::3~Ct;,Cs,C6,Cï,Cs) est une réfutation à partir de S 

Cs={Ps(x)~ P(x,A)} r·esolvante de variantes de C1 et C4 

C•={~(A,A)} resolvante de Cs at c, 

C7°{Ma]ade(A)} resolavante de C2 et C6 

Ca= □ r-eso2.v2.nte de C7 et C4 

Cette refutation peut être représentée par le graphe 

û 
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Le second théorème de Robinson est une extension du premier au cas 
général: 

THEOREME I.4.2 (Robinson) 
Soit Sun ensemble de clauses. Alors 
S est insatisfaisable ssi il existe une réfutation à partir de S 

De même que dans le cas terminal ce théorème permet de construire des 
algorithmes permettant de générer la clause vide à partir d'un ensemble 
de clauses inconsistant. 
Notons deux règles d'inférence sont utilisées: resolution et factori
sation et que l'ensemble S peut être infini. En fait pour que l'algo
rithme puisse être complet il faudrait générer toutes les déductions 
à partir de S jusqu'à trouver une réfutation. 
Entre autres toutes les variantes d'une clause (puisque facteurs de 
cette clause) devraient être produites. 
Il est évident que celà n'est pas nécessaire et qu'en fait une clause 
peut être considérée comme l'ensemble de ses instances. 
C'est ceci qui motive 1 1 introduction de la notion de classe de clause 

Classes de clauses 

PROPOSITION I.4.1 
La relation suivante: C1 et C2 sont variantes l'une de 
l'autre, est une relation d'équivalence sur l'ensemble des 
clauses d'une théorit. . Nous la noterons '\., . 

DEFINITION I. 4. 8 
La classe d'une clause est l'ensemble des variantes de cette 
clause. On a al01°s □ ={ □} et è={C} pour toute clause C 
terminale. 

PROPOSITION I.4.2 
Soient C' 1 et C' 2 deux variantes de C1 et C2 ,Ci et C2(resp 
(resp C'1 et C2 ) n'ayant pas de variables en commun.Alors 
toute resolvante de C1 et C2est une variante d'une resolvante 
de C' 1 et C' 2 • 
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DEMONSTRATION 

En effet soit C1=D1 Û {L} et 

ayant o comme p.g.u. C'1 et C'2 étant des instances de C1 etC2 

et C'2=C202. 01eto2 les substitutions minimum.,, 

n 1 ayant pas de variables communes soit O' =01 Û 02. on a alors 

aoit 
C=(D1 U D2)00 une resolvant<a de Cl et C2 où Oo est un 

p.g.u .de 11 et 12 .. 

Soient L'1=L10 et L'2=L20 , O étant une substitution qui ne fait que 
changer le nom des variables (en associant des noms différents à des 
variables distinctes) 1 1 1 etL'2 sont eux aussi unifiables avec 0 1 0 
comme p.g.u. On alors 

L',oà =1 1 20'0 donc L100'o=L200'0 

puisque Oo est un p.g.u del.•! et 12. 

donc 

Soient D' 1=D10 et D' 2=D20, on a C' 1=D' 1 Ü {L',} 

00 1 0=00.K 

et 

C'2=D'2U {L'2} donc C' = ( D' i V D' 2) o' o est une resol vante 

de C'1 et C'2. De plus C'=(D10 U D2o)o'o=(D1U D2)00'0 

donc C'=( D1 U D2)00.K=C.K 

On montrerait de même que C est une instance de C' donc que Cet C' 
sont variantes. 

On peut alors définir la resolvante de 2 classes: 

DEFINITION I.4.9 
Soient ê, etC2

0
deux ~lasses de clauses. On appelle classe 

resolvante Çe Ci ~t C2 toute classe d'une resolvante de 2 
clauses de C1 et C2. 
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PROPOSITION I.4.3 
Le nombre de resolvantes de deux classes est fini 

En effet soient C1 et C2 deux classes de clauses. Soient deux variantes 
C'1 et C'2 de C1 et C2, sans variables communes.Les resolvantes de 
ê1 et C2 sont les classes des resolvantes de C'1 'et C'2 qui sont en 
nombre fini: 

Comme toute variante d 1 un facteur d'une clause est encore un facteur 
de cette clause on peut définir les facteurs d'une classe de la 
façon suivante: 

DEFINITION I.4.10 
Soit ê une classe de clauses. 
On appelle facteur de C toute classe d'un facteur de C, 

PROPOSITION I.4.4 
Le nombre de facteurs d'une classe est fini 

En effet le nombre de facteurs de C obtenus par factorisation de base 
mais non par variantes, est fini. 

On peut définir alors une dérivation de classes de la même façon qu'une 
dérivation de clauses. 

DEFINITION I.4.11 
~ne dérivation~ de clE 3es 
S est une suite de classes 

v:. 
·i l 

à partir d'un 
C. e S 

ensemble de classe 

ou 

l 

C. est un facteur d'une classe 
l . 

C., J. <K. 
J . 

C. est une resolvante de 2 classes 
l . . 

Cj et CK avec j1K< i 

Le principal intéret de l'introduction de cette notion de classes est 
que le nombre de classes produites à partir de 2 classes par resolution 
ou factorisation est fini. 
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D'autre part l'implémentation sur ordinateur d'une clause est plus 
proche de la notion de classes. 
En fait par commodité d'écriture nous ne parlerons pas de classes de 
clauses mais simplement de clauses étant sous-entendu que nous consi
dérerons une clause comme un représentant de sa classe. 

I.5 METHODES DE DEDUCTIONS DERIVEES DE LA RESOLUTION 

La resolution bien que beaucoup plus efficace que les w.éthodes 
trouvées jusqu'alors n'en est pas moins souvent peu efficiente. 

Un certains nombre d'auteurs ont proposé alors des "raffinements" 
à cette méthode de façon à éviter deux écueils. 

Le premier est Ja génération de clauses inutiles, c'est à 
dire de clauses qu'on peut prouver ne menant pas à la clause vide. 

Le second est la génération de redondances, c'est à dire de clause 
déjà crées. 

Le pr,oblème est de trouver des raffinements qui soient complets 
(c'est à dire quin'empêèhentpas la génération de réfutations) et effi
caces. 

La principale notion nécessaire à une bonne clarification des 
notions de raffinements et de strat2gies est la notion de "graphe de 
recherche". 

Le "graphe de recherche" d'un ensemble de clauses est l'ensemble 
desdérivations que l'on peut obtenir à partir de cet ensemble. 

On peut dire qu'une méthode est un raffinement d'une autre si 
le "graphe de recherche" de la première est inclus dans celui de la 
seconde. 

Sous-dérivations - méthodes de déductions 

Soit D=(C 1, ••••• ,C ) une dérivation de la clause C . Toute ~ n n 

clause C. admet une dérivation 
l 

n.=(C. , ..... ,C.) 
'v1. J..1 J. où C. E n et lk '(, 

Une telle dérivation estappelée sous-dérivation de~- De plus on éten
dra la définition des dérivations aux suites constituées d'une seule 
clause. 

Les deux opérations de bases étant resolution et factorisation 
une dérivation est: 

-Soit une dérivation primitive (constituée d'une clause de 
départ seulement) 
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-Soit obtenue par factorisation à partir d'une autre dérivation 

-Soit obtenue par resolution à partir de 2 autres dérivations 

Une 'méthode de déduction" (ou raffinement de la resolution) est définie 
à partir d'un prédicat'+' défini pour toutes des déductions d'un ensemble 
de clauses quelconque S. 
Une déduction R, est di te admissible pour la méthode cpssi '+' (R,) =vrai 
Le prédicat '+' est supposé en outre tel que : 

si '+'(R,)=vrai alors '+' (R,' )=vrai pour toutes sous-dérivations R,' dë .1/, •• 

Cette restriction est évidemment nécessaire si l'on ne veut pas 
générer inutilement d~s clauses non admissibles_.,sous prétexte qu'elles 
peuvent mener à une dérivation qui l'est. 
Une méthode de déduction permet donc d'éliminer un certain nombre de 
déductions-inutiles. 
Une méthode sera dite complète ssi pour toute ensemble de clauses S 
insatisfaisable il existe une réfutation à partir de S qui est admis
sible . 

Une dérivation admissible pour une méthode'+' sera appelée ·me'+' dérivation. 

Le théorème de complétude de la resolution de Robinson estmontrée par 
"généralisation". On sait que si S est insatisfaisable il existe une 
réfutation à partir d'instances terminales de clauses de S. On cher-
che alors à générer toute les dérivations générales susceptibles de 
"généraliser" la refutation terminale. 

Lorsque 1•on utilise une méthode de déduction qui est un raffinement 
de la résolution et qui est. complète.on a donc intérêt à ce que toute 
refutation terminale soit généralisable par une refutation admissible. 
D'où la définition: 

DEFINITION I.5.1 
Une méthode de déduction'+' est généralisable ssi 

V P.'=(C' 1 , •••• ,C' ) '+' dérivation à partir d'un ensemble S' 
C n 

d'instances terminales de S, 

~ dérivation à partir de S telle que 

R généralise R',c 1 est à dire que: 

(1) '"/· {l } :,.c , ..•• ,n C'. est une instance terminale de C. 
l l 
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(2) Vi E {1, .... ,n} si C'i est une instance d'une clause 

C E S alors C. est un facteur de C . 
l 

(3) Vi E Ü, .... ,n} si C'. est une résolvante de C'. et C' 
l J k 

avec j ,k < i alors 

c. est un facteur d'une résolvante de C. et Ck, les littéraux 
r~solus dans C'. et C'k étant des instarlces de ceux résolus 

. J dans C. et Ck. 
J ' 

Notons que la resolution sans restriction est une méthode généralisable. 

Exemples de méthodes de déduction 

Nous allons tout d'abord donner la définition du concept de 
11

subsumption II dont l I utilisation peut être efficace mais difficile à 
manier sans faire intervenir la notion de stratégie. Voir à ce sujet 
la thèse de Kowalski (KOWALSKI-3) 

DEFINITION I.5.2 

Une clause est di te !9 utologie lorsqu'elle contient 2 Ji ctéraux 
complémentaire Let L. Une telle clause est toujours satisfaite 
par n'importe quelle interprétation. 

DEFINITION I.5.3 

On dit que la clause C subsume la clause D ssi il existe une 
substitution Oo telleque 

Cao c D 

PROPOSITION I,5.1 

Soient Sun ensemble de clauses, Cet D deux clauses de S 
telles que C subsume D. Alors S est équivalent au système 

S'=S -{ D} 

Autrement dit,on peut toujours dans un système supprimer une clause qui 
est subsumée par une autre. 
En effet, soit I une interprétation quelconque, C la clause qui subsumeD 

(C Oo CD) 

Si I satisfait S alors I satisfait S' puisque S' c S. 
Réciproquec>ent si I satisfait S' alors I satisfait C donc pour toute 
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instance terminale Ccr de C 
Soit alors D cr-une instance terminale de D, Ccrocr est une instance 
terminale de Cet 

ccr0cr c Dcr donc (Ccrocr) n I cDcr or Ccrocr *<P donc Dcr *<P 

donc I satisfait D .. 
Donc si I satisfait S1 il satisfait également S. 

En fait ce théorème ne peut être uti~isé qu'avec précaution pour une 
stratégie donnée car la suppression dtune clause risque de nuire à 
la complétude d'une rr.éthode de déduction. 

Donnons maintenant quelques exemples de méthodes de déduction. 
La pluspart permettent d'éliminer les tautologies. Nous ne donnons 
ici que des méthodes complètes et généralisables. 

DEFINITION I.5.4: Ensemble de support (WOS,CARSON,ROBINSON-2) 
Soit un ensemble de clauses insatisfaisable, So un sous
ensemble satisfaisable.(S-So est l'ensemble de support) 
Une dérivation Il, est admissiole pour l'ensemble de support ssi 
aucune clause dans~ n'est une résolvante de deux facteurs 
de clause de S o • 

C'est à dire qu'aucune clause de~ n'est dérivable qu'à partir de Sq 
seulement. Le défaut de cette méthode est qu'il. ·1imil:e uniquement le 
nombre de clauses du 1er niveau et qu'il peut éliminer des preuves 
simples, en particulier les preuves utilisant des lemmes. 

En effet en général S 0 consiste en un ensemble de "postulats" 
et S-S 0 en la négation du théorème à prouver à partir des postulats. 
Si on considère qu'un• lemme··èst une clause dérivable à partir des 
postulats uniquement, il ne pourra jamais apparaitre dans une dérivation 
admissible pour une méthode d'ensemble de support. 

Cependant il semble quand même que le théorème à prouver contienne quelques 
informations et qu'il est naturel de l'utiliser au départ. 
Il faut ajouter que l'ensemble de support peut être ajouté à un certain 
nombre·de méthodes de déductions sans perdre la complétude. 

DEFINITION I.5.5: Pl-déduction (MELTZER -1) 
Une dérivation est une Pl-dérivation quand chaque resolvante 
a un parent positif (sans littéraux négatifs). 

c'est une méthode plus restrictive que l'ensemble de support et qui 
élimine des ta .tologies au niveau terminal. 



DEFINITION I.5.6: m-factorisation (ANDREWS-1) 
Soit C une resolvante.Un m-facteur de C est un facteur de C qui 
unifie seulement 2 littéraux de C venant de parents distincts. 

Une dérivation~ est admissible par m-factorisation ssi toute 
clause de R qui est un facteur d'une resolvante est un 
m-facteur de cette resolvante. 

Cette restriction sur 
niveau terminal, mais 
redondances inutiles. 

la factorisation n'a bien sur 
elle permet au niveau général 

aucun effet au 
d'éviter des 

En outre toute dérivation terminale R' est généralisable 
rivation admissible~ telle que/2pour toutes clauses Cet 
correspondantesC et C' ont la même longueur. 

DEFINITION I.5.7:Dérivations linéaires (LUCKHAM-1) 

par une 
C' de~ 

On appelle dérivation linéaire à partir d'un ensemble de 
clause S, toute dérivation D, 

'\, 

dé
et ~• 

D=(C1 , •••• ,C ) telle que C1 , •••• ,Ck facteurs de clauses de S 
o., n 

et C. 1=facteur d'une resolvante de C. et de C. 
1+ l J avec· 

\i,i E {k+ 1, .... , n} 

de C. 
1

. C. est le parent immédiat 
C~ est le parent lointain 
d J entrée ( j ,c:<) • Dans le 1er 
ancestrale, dans le second 

l+ ( "K . 1") 1 s1 < J < ou e parent 
cas la resolution est dite 
d'entrée. 

On peut représenter une telle· dérivation par un graphe de la forme 
suivante: 

Cn-l admet un parent ancêtre Ck+
2 

en admet un parent d'entrée Ck-l 
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Dans une telle dérivation on n:?: resoud une clause qu'avec un facteur 
d'une clause de départ ou un facteur d'un ancêtre de la clause. 
Une telle ~éthode permet tout d'abord de générer des preuves de plus 
simples complexités. Elle est en outre assez naturelle car la plupart 
des raisonnements se font de la sorte. 
Elle admet en outre un certain nombre de raffinement qui permettent de 
limiter encore le nombre de clauses génére.é 8 

La méthode que nous utilisons dans le programme OEDIPE, SL-resolution; 
est une restriction de ces méthodes. 

SL-resolution 

Nous donnerons des règles de déductions utilisées, les démons
trations de cette méthode due'à Koxalski se trouva~t dans (KOWALSKI et 
KUEHNER-1). En fait dans cette méthode les clauses sont décrites non pas 
sous forme ensembliste mais sous forme de listes ordonnéesde littéraux. 

On distingue en outre 2 sortes de littéraux: les A-littéraux 
et les B-littéraux, les premiers étant notés entourés d'un carré. 
Exemple: 

P(x,y) ! Q(y)j R(z) 

Les A-littéraux sont en fait des littéraux que l'on a déjà résolus 
mais que l'on conserve en les recopiant. Ceci permet d'effectuer les 
resolutions d'une clause avec un ancêtre sans avoir besoin de chercher 
cet ancêtre. 

4 opérations sur une 11pseudo-clause 11 pauvent être effectuées: 

Expansion (resolution avec une clause d'entrée) 
Reduction (m-factorisation et resolution avec un ancêtre) 
Tronquation (suppression des A-littéraux inutiles) 
Selection (choix d'un littéral qui sera résolu) 

Les B-littéraux les plus à gauche sont les plus récents, ceux à 
droite les plus anciens. 
Le principe de base est le suivant: on selecte un littéral que l'on 
essaie de resoudre sans intervenir sur les autres 
Une chaîne d'entrée est un façteur d'une clause d'entrée. 
Le B-littéral le plus à gauche est le littéral sélecté. 
Voici les opérations possibles sut une clause C: 

Ç C r 



- Expansion: 

- Tronquation: 

- Réductions: 

DEFINITION I.5.8 
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Le littéral L le plus à gauche (selecté) de C est un 
B littéral unifiable avec la complémentaire d'un 
littéral !; 1 d'une clause d'entrée C', '1" étant le p.g.u 
de !.. et L' 
L'expansion D de Cet C' est la clause obtenue en 

•ajoutant à gauche de Co la clause (C'-{L'})cr, 
et en entourant le littéral L qui devient un A littéral 

Le littéral le plus à gauche de C est un A lit,éral. 
La tronquation de C est la clause obtenue tous les 
A littéraux les plus à gauche de Cet en sélectant 
un nouvea·1 littéral ,parmi les B littéraux les plus 
à gauche de la clause obtenue. 

Le littéral le plus à gauche de C est un B-littéral. 
Parmi les B-.littéraux les plus à gauche il· en existe 
un, L,qui est unifiable avec un littéral complémentaire 
d'un A-littéral de Cou avec un littéral qui est un 
B-littéral de C. Si cr est leur p.g.u on crée alors 
C' en enlevant Là Co 

Une dérivation ~=(C1, ..• Cn) de pseudo-clauses est une S-L déri
vation ssi 

(1) C1 est une chaine d'entrée de l'ensemble de support 

(2) C. 
1 

est obtenu~ de C. par une des 3 opérations: expan-
. i+ d . J. sion, re uction, tranquation. 

(3) Deux littéraux de C. à des places distinctes n'ont pas 
le même atome (sauf si Ci+l est une reduction de Ci) 

(4) Une reduction ne peut s~ivre une tronquation 

En outre la chaine C1 peut être dans un ensemble de support 
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Voici un exemple: 

1~~-R(z,x) ~4 P (x,y).D(x,a) 

-- - ---------. ✓. '1-:: ~~, ·-· 2 ·P(x,x).R(x,f(a)) ------ 5 R(y,x). I'(. 0 (é!),y) .D(F(a),a) 

~ 6~ R(:i.(a),f(a))I I P(f(a) ,f(a))l,ocf(a),a) 

------------------~ (. R(f(a),f(a)) ,IP(f(a),f(a))I .D(f(a),a) 

3 D(f(x),x) ------- · 8 D(f(a) ,a) 
·-~·------------------- \ _____ i,-~ 

> 1\D(f(a) ,a)\ 

10 o 

Les clauses d'entrée sont les clauses 1,2,3 et 4 

I. 6 STRATEGIES 

Etant donnée une méthode de déduction complète il s'agit, 

exp. 

exp. 

red, Cane) 

tronq. 

exp. 

tronq. 

parmi l'ensemble des clauses déductibles par resolution et factorisa
tion, d'un ensemble S de clauses insatisfaisable, de trouver la 
clause vide. Il faut pour cela utiliser une stratégie qui soit com-
plète. La notion de stratégie de recherche dans les graphes a été 
étudiée entre autre par Hart, Millson et Raphael (HART,MILLSON,RAPHEL-1), 
Kowalski a repris ces notions pour les graphes de résolution. (KOWALSKI-2) 

Graphes relatifs à une méthode de déduction. 

Soit Sun ensemble de clauses, w une méthode de déduction. 
Soit G l'ensemble des W dérivations à partir de S. 

DEFINITION I.6.1 
Le graphe des w dérivations d'un ensemble de clauses S est 
l'ensemble des dérivations à partir de S muni de la relation 
~ définie par: 

n1 ~ n2 ssi n1 est une sous-dérivation de n2 
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Il est évident qu'un tel graphe est en général infini. 
Cependant à chaque 'f dérivation n E G on peut ·associer un nombre 
unique,fini,niveau (n) tel que: 

n ES<> niveau(n)=O 

n ES ~niveau(n)=max{niveau(n')/n' sous-dérivation immédiate de n}+l 

Une sous dérivation (immédiate) den sera appelée ancêtre(immédiat) de 

Si S est fini alors {n E G tels que niveau(n)=K} est fini \>'KEN. 

De même l'ensemble des 

En fait une dérivation 

ancêtres d'une dérivation est fini. 

ne peut avoir que 1 

1 ancêtre seulement 
2 ancêtres 

ou 2 anpêtres immédiats: 

factorisation 
résolution 

Nous étiquetterons chacune des dérivations du graphe par la clause 
qu'elles dérivent. 

Voici un exemple de graohe (non terminé) ou chaque noeud est étiquetté 
par une clause: 

On est souvent amené à définir le cout d'une dérivation. Ce peut 
être par exemple le niveau de la clause qu'elle dérive, où le nombre 
de substitutions effectuées ou une "complexité" plus élaborée comme 
le nombre de symbole qu'elle contient,etc ..... 

On recherche alors une solution (la clause vide) qui soit une réfuta
tion de coût minimal. Voici la définition formelle donc d'un problème 
de démonstration automatique: 

n. 



1 
1 

! 

1 

' 

1

1. 
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DEFINITION I.6.2 
Un problème de démonstration automatique (relatif à une 
méthode de déduction(!)) est ·un quadruplet 

.P=(G,,;_ ,F,g) 

où G est la graphe des (j) dérivations à partir d'un ensemble 
de clauses S insatisfaisable 

~ est la relation de sous-dérivation 

F est l'ensemble des réfutations à partir de S (dérivation 
de clauses vides) 

+ 
g:G ➔ ~ est une fonction coût telle que: 

V n,n' E: G nt$, n' ~ g(n) ~ g( n') 

Une solution à un tel problème est de construire un algorithme L qui 
génère à partir des noeuds de niveau O (ensemble qu'on appellera F

0
) 

un noeud de F qui soit de coût minimum. On ne peut bien sur cons
truire un noeud du graphe qu'après avoir généré tous ses ancêtres. 

Stratégies de recherche 

Une stratégie de recherche pour un problème Pest une fonction 
L: f(G) ➔ ~(G) des parties de G dans l'ensemble des parties de G. 
Si pour chaque étape ion appelle L. l'ensemble des noeuds déjà 
générés avant la (i+l)ème étape et'f ~ l'ensemble des noeuds condidat à 
la génération de la (i+l)ème étape 1 llensemble des candidats est l'en
semble des noeuds successeurs de noeuds de Li et des noeuds de 'fi-l 
sauf ceux déjà générés. 
On aura donc: 

Lo =</) 

L 1= L l+ l 

Ê'o=Fo 

U L(L) 
l 

l'ensemble des candidats à la lere 
étape est l'ensemble des noeuds de 
niveau 0 

et 

..., 
G tels que les ancêtres immédiats den sont dans L. 

1
}U L.)-L. 

1 l+ l l+ ~ [(L) c L 
l l 

L'ensemble L(L.) est l'ensemble des noeuds générés à la (i+l)ème étape. l 

C'est~ dire que Lparmi les candidat~ possible en sélecte certain
1

les 
autres restant candidats pour les étapes futures. 
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DEFINITION I.6.3 
Une stratégie L es1 complète pour un 

G= . ~ L,. 
, i.O , ,~ . 

problème P ssi 

On dit que L s arrete a 1 etape 1> 0 ssi: 

F n L 1=</> 
1-

DEFINITION I.6.4 

et / F n L *c/> ( solution trouvée) 
. l 
) ou -

\ L-L 
1 

(pas de solution) 
l 1-

Une stratégie Lest admissible pour un problème P ssi elle est 
complète pour Pet si elle s'arrête sur une solution n* de 
coût minimalé si P admet une solution (F *c/>) 

et " nE F => g(n )~ g(n) 

Mérites 

DEFINITION I.6.5 
Soient~ une relation réflexive sur G et totale (mérite) 
Une stratégie de recherche Lest compatible avec~ ssi: 

V i>0 
et 

n,c,n' 
' 

Vn'E 5: i 

C'est à dire que les noeuds générés sont parmi les candidats de 
meilleur mérite. 

DEFINITION I.6.6 
Un mérite ~ estô fini ssi Vn E G , {n' E G/ n '~ n} est fini 

THEROEME I. 6. I 
Soit P un problème, 
de recherche pour P. 

Lcompatible 

4 un mérite 8 fini sur G, Lune stratégie 
Alors 
avec { => L complet pour P 

Fonctions heuristiques-Stratégies diagonales 

Soit P=(G, ~,F,g) un problème à couts positifs. Une fonction 
heuristique h est une fonction: h:G➔ R+ qui est une estimation pour 
chaque n E G de g(n* )-g(n) ou n~ est une solution ayant n comme ancêtre. 
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une es±t)llB-tion * Donc f(n)=g(n)+h(n) est de g(n ) 

On prendra en fait h de telle sorte que 

V n*E F 
~ 

n ~ n => g(J)-g(n) ;;:,. h(n) ~o 
donc 

g(J) * f(n) < et h(n )=O 

Le principe de l'utilisation d'une telle heuristique est qu'il n'aSl::pas 
besoin de générer un noeud n si on peut générer un noeud n' tel que 

f(n') < f(n) 

DEFINITION I,6,5 
Le mérite~ associé à une heuristique h dans un problème P 
est défini par 

ssi \f(n1)=f(n2) et h(n1) ~ h(n2)} ou 

f(n1) < f(n2) 

Une stratégie L pour Pest une stratégie de diagonale mon
tante pour Pet pour l'heuristique h ssi 

Lest compatible avec 4 
La terminologie de diagonale provient du fait suivant: 

Si on organise le graphe sous forme de cellules d'un tableau T à deux 
dimensions, T(i,j) étant l'ensemble des noeuds n tels que g(n)=i et 
h(n)=j, l'ensemble des noeuds ayant même valeur pour f sont sur une 
même diagonale. 

6 1\., 

6 1----1---'1---1---1---1--1-----

L génère donc des noeuds de G 
en les plaçant dans la case cor
respondante du tableau 
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si f est croissante pour~ c'est à dire si on a n1 ~ n2 => f(n1) ~ f(n2) 
alors,: va parcourir les diagonales f+g= constante, successivement 

de la diagonale 2 à n,n+l, ...•• 
En effet si,: est compatible avec~ alors,: ne peut générer à une 
étape donnée que les meilleurs candidats. 
supponsons que,: génère n E G à l'étape•(i+l). Donc n est un des 
meilleurs candidats c'est à dire que 

V n'E -;;, 
L- i r, ~ n' donc f(n) :, f(n' ). Donc tous les candidats, 

c'est à dire tous les successeurs non encore générés de points déjà 
générés sont sur des diagonales plus grande que celle den .. 
Donc dans les étapes suivantes,: ne génèrera plus aucun élément sur 
une diagonale plus petite que celle den. 
Donc en fait,: sature les diagonales les unes après les autres.· 
Si ,4 est o fini ces diagonales ont un nombre fini d'éléments et l'en
semble de diagonales meilleures que d diagonales données, est fini 
quelquesoit d. 

En outre pour que,: soit compatible avec~ on doit respecter le prin
cipe suivant: 

Si f(n)=d est sin' est un successeur immédiat den tel que 
f(n')=f(n)=d on a alors 

h(n)+g(n)=h(n')+g(n') or g(n),;; g(n') 

n ~ n' .... 

donc h(n),;;h(n') et 

donc si,: génére n à l'étape i, il faut qu'il genere à l'étape (i+l~ 
parmi tous les successeurs immédiats den qui sont candidats, ceux qui 
sont sur la même diagonale que n, et qui ont une heuristique h minimum. 

De plus lorsque les diagonales précèdent la diagonale dont été saturés, 
,: doit générer les candidats qui se trouvent sur d et qui ont l'heuris
tique la plus petite. D'où le terme de stratégie diagonale montante. 

/ 
/ 

parcours de,: dans la géné
t_ ration de noeuds de G 

~,-------➔ lorsque,: est compatible 
avec ~ associé à hl' 

que f est croissante 
et que 4, esta fini 
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Voici le théorème qui exprime l'optimalité des stratégies diagonales: 

THEROEME I.6.2 
Soit P=~G, ~, F,g) un problème, hune fonction heuristique, 
h:G + R, telle que 

(l)V nE G h(n) ~ g(n*)-g(n) 
.,. 

V n E F, n -~ ni'E-

(2) ofini 

Si :1: est une stratégie diagonale montante pour Pet h (c'est 
à dire compatible avec le mérite,{. associé à h) alors: 

:1: est admissible pour P 

(c'est à dire que si Fest non vide,:1: s'arrête sur une solu
tion de coût minimal) 

Ce théorème est une spécialisation aux graphes de résolutions, du 
théorème de Hart, Millson et Raphael. (HART-Mi~t.sot1,t. '"Af'llatc :"-) 

Il a été introduit sous cette forme par Kowalski (KOWAL$Ki-7,) 

Ce théorème nous assure d~nc de l'optimalité d'une stratégie respectant 
les conditions annoncées. La fonction heuristique et la stratégie uti
lisé dans le programme OEDIPE obéissent à ces relatioLs, Nous les 
expliciterons dans le chapitre III. 

Ce tour d'horizon des principales notions de bases utilisées en 
démonstration auto~atique va nous permerttre de définir et de propo-

,ser une solution efficace au traitement de l'égalité formelle d'une 
·part (ce qui nous ferons dans le chapitre II) et de donner les dif
férents algorithmes qui ont permis l'implémentation sur machine d'une 
méthode de déduction et d'une stratégie de recherche des problèmes 
utilisant l'égalité formelle. 
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Chapitre II 

DEFINITION et TRAITEMENT 
de L'EGALITE FORMELLE 

Nous allons introduire dans ce chapitre la notion d'égalité 
formelle et expliciter son traitement automatique dans le cadre des 
méthodes de déductions dérivées de la résolution. 

La nécessité d'introduire un tel pré.dicat (noté:;:) ainsi 
que les axiomes qui lui sont attachés nous sont apparus pour plusieurs 
raisons. 
La première était d'éviter l'emploi de l'égalité classique dont le 
traitement, pourtant amélioré par des méthodes telles que paramo
dulation (ROBINSON et WOS-2), reste encore peu efficace. 
L'égalité formelle n'a pas toute la puissance de l'égalité logique 
mais elle permet tout de même de résoudre un certain nombre de pro
blèmes se rattachant aux domaines les plus divers. 
La deuxième est que le traitement que nous proposons est extrême

.ment simple à implémenter sur ordinateur (on peut dire qu'il est en 
quelque sorte déterministe) et qu'il est compatible avec la plupart 
des méthodes de déduction. 
La troisième raison enfin est que l'utilisation de ce prédicat per
met d'améliorer l'efficacité des démonstrateurs en empêchant la 
génération de clauses inutiles ou redondantes (en particulier les 
redondances dues au fait que deux clauses peuvent avoir des instances 
communes). 

Nous introduirons dans le programme 1 les axiomes de l'égalité for
melle et la notion d'interprétation injective qui leur est attachée. 
Le paragraphe 2 décrit la méthode permettant d'éliminer tous les 
littéraux négatifs, de la forme ex :;: S , d'un ensemble de clauses. 
Le paragraphe 3 sera consacré au traitement d'un ensemble de 
clauses n'ayant plus de littéraux négatifs égalitaires. 
Les théorèmes que noug démontrons dans ce paragraphe permettent 
de traiter automatiquement les axiomes de l'égalité formelle à 
partir de n'importe quelle méthode de déduction complète et généra
lisable. Il suffit pour celà d'ajouter une règle de contraction et 
une condition sur les dérivations admissibles (suppression des i 
tautologies). Une seule condition est imposée pour obtenir la com
plétude : c'est que l'ensemble de clauses considéré ait au moins un 
symbole fonctionnel de rang N ? 1 
Le dernier paragraphe traitera enfin de l'utilisation de l'égalité 
formelle en démonstration automatique. 
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1. SYSTEMES INJECTc:3 

Les axicr:-as d.é.finiss.s.:1t l I éga.li té formelle que ï10us a~~ cr:s 
introduire permettent de dire que intuitivement une interprétat:.on 
ne peut les satisfaire que si et seulement si deux éléments distincts 
de H (univers de Herbrand) sont interprétés par deux individus dis
tincts. Autrement dit si a et !3 sont deux éléments de H, alors le 
littéral a ac r, n'est satisfait que ssi Œ et B sont deux "mots" 
égaux. 

Interprétations injectives 

Dans ce chapitre nous noterons les littéraux égalitaires 
(ayant ac comme symbole relationnel) non pas sous forme fonctionnelle 
mais sous la forme 

Cl ; f3 ou Cl • f3 

DEFINITION II.1.1 
Soit Sun ensemble de clauses,~ un des symboles relationnels 
de S. Une interprétation de Herbrand I est dite injective ssi: 

Vt E H, Vt' E H (tact') E I " t=t' 

Une telle interprétation sera également appelée une i-inter
prétation. 

PROPOSITION II.1.1 
Soit I une interprétation. I est une i-interprétation ssi pour 
tous termes de l'univers de Herbrand, t et t', on a: 

(1) t=t' => (t.t 1 ) E I 

(2) t * t' => (t.t') E I 

En effet I étant une interprétation (t;t') E I ~ (t;t') î I 

DEFINITION II.1.2 
Un ens·.:!mble de clauses S est i-satisfaisable s~~i il exi~-t:-e 
une i-interprétation qui le satisfait et i-insatisfaisatJ.e 
dans 12 cas contraire. 
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Systèmes injectifs 

formelle. 
Nous allons définir maintenant axiomatiquement l'égalité 

DEFINITION I .1. 3 

Un ensemble de clauses S est dit injectif ssi il contient 
l'ensemble des clauses suivant,où x,x

1 
, •••• ,xn,Y , .... ,yn 

désignent des variables. 

(1) {x;x} 

(2) {f(x1,•••,X )acg(y1, .•.. ,y )} 
n m pour tous symboiesfonc

tionnels distincts f et g 
de S, d'ordre net m ~ O. 

Pour tout symbole fonc
tionnel f de S d'ordre 
n ~ 1 et pour tout 
KE{l, .... ,n}. 

L'ensemble de ces clauses constitue les axiomes de l'égalité 
formelle et sera noté AX(S). 

Notons que parmi ,_es axiomes ( 2) figurent ceux où f ou g sont des 
constantes ( n.,ou m=O). 

Ces axiomes expriment en fait à quelle condi ti:m deux termes t' et t 
éventuellement non terminaux restent égaux (resp.différents) par toute 
instantiation par une même substitution Œ. Voici un exemple: 

S={ C1,C2,C3,C1t,Cs,C6,C7} 

C1={R(x,x),R(a,a),(x;a)} 

C3={(a;f(x,y))} 

C2={P(a,f(x,y)) ,Q(x) ,R(x,y) ,(x;y)} 

C1t={(f(x,yha)} 

Cs={ ( f( x ,y );cf ( x' ,y' ) ) , ( x;x 1 ) } 

CG={(f(x,yhf(x' ,y' )),(y;y' )} 

Ici {C3,c.,} constitue l'ensemble des axiomes de type (2). 
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{Cs,Cs} constitue celui des axiomes de type (3). 

C1 est l'axiome (1). 

On peut remarquer que l'ensemble de ces axiomes est défini de maniere 
unique par la donnée de l'ensemble F des symboles fonctionnels de S. 

·THEOREME IL 1.1 
Soit Sun ensemble de clauses injectif, AX(S) l'ensemble des 
axiomes de l'égalité formelle. 
Soit I une interprétation de Herbrand de S. Alors: 

I injective I satisfait AX(S) 

DEMONSTRATION DE<= 
Soit I une interprétation qui satisfait AX(S).Montrons que I est in
jective (Prop. II.1.1): 

Soit t EH quelconque. I satisfait toute instance terminale 
de 1 1 a:<iome ( 1) donc ( tTt) E I. 

Donc t=t' ~ (t~t•) E I 

Montrons par récurrence sur la longueur de t et t 1 que: 

V t,t' EH 

Soient t et t 1 distincts. 
Si t (resp.t') est de longueur 1 alors t(resp.t') est une 

constante. Donc puisque t et t' sont distincts 

(tTt') est une instance d'un axiome de type (2) 

Donc 

Si t et t' sont tous les deux de longueur ;;,. 2 alors: 

t=f(\11 , ....... , \ln ) et t'=f 1 (11'1, ..... ,µ' ). m 

or t * t' .. f * f' ou (f=f' et 3k E {1, .... ,n} tel que Il' k *11' ) k 
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Si f * f' alors (t;t') est une instance de (2) donc (t=t') E I 

Si f=f' et µk * µ \ alors d I aprés 1 1 hypothèse de récurrence 

puisque la longueur de µk(respdeµ'k) est plus petite 

que celle de t (resp.t'). 

Donc puisque {(t;t'),(µk;µ'k)} est une instance de (3) et que 

(t;t') E I. 

donc \lt E H,Vt'E H t * t' * (t;t') E I 

DEMONSTRATION DE*: 
Montrons que toute i-interprétation de S,I, satisfait AX(S). 

Soit (t;t') une instance terminale de l'axiome (1). 
D'aprés II.1.1 (tvt') E I donc cet axiome est bien satisfait par I. 

Soit {(t;t')} une instance terminale d'un axiome du type(2) 

avec t=f(t1, .... t) et t'=g(t 1 1,, ... , t' ) • 
n n 

f * g on a alors t * t' donc d'aprés II.1.1 

(t;t') E I. donc tous les axiomes (2) sont satisfaits par I. 

Soit C={(f(t1, .•... ,t ) ; 
instance te1°minale d'un axiome f 3). 

f(t'1,,, .. ,tT}),(t.;t 1 .)} une 
n l l 

Soient t=f(t1,••··,t ) et t 1 =f(t'1,,, .. t 1 
), t EH et t' EH 

n n 

-Si t * t'. alors t * t 1 
i l 

donc l';f'T E I donc en I *<P 

-Si t.=t'. alors (t.;t' .) E I 
1 l 1 l 

donc C n 1* q, 

Donc toute instance terminale d'un axiome (3) est satisfaite par I. 

PROPOSITION I.I.2 
Soient t et t' deux termes (non nécessairement terminaux) 
non unifi~bles. Alors la clause unitaire C=ftitr}est logi
quement dfductible des axiomes de l'égalité formelle. 
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En effet soit I une interprétation qui satisfait AX(S), c'est donc 
une.i-interprétation quelconque. 
Soit Ca une instance terminale quelconque de C, Ca ={ta ;t'a}. 
Commet et t' ne sont pas unifiables 

tcr * t'cr donc {tcr ;t'cr} E I 
I satisfait C. 

donc Ccr n I * $ donc 

Nous avons vu que les axiomes de l'égalité formelle sont définis par 
la seu.le donnée de l'ensemble .F des symboles fonctionnels de S. Cette 
remarque et le théorèmell.1.1 conduisent à la définition des 
"systèmes injectifs". 

DEFINITIONS I.1.4 
On appelle système injectif tout couple (So ,F) où So est un 
ensemble de clauses et Fest un ensemble de symboles contenant 
l'ensemble des symboles fonctionnels de S,Fo • 

A tout couple de cetté sorte on peut associer de manière 
unique en ensemble injectif de clauses S tel que: 

(1) S= So U AX(S) 

(2) Fest l'ensemble des symboles fonctionnels de S 

Réciproquement, S étant un ensemble injectif de clauses,il 
existe ,1n couple unique (So ,F) qui vérifie (1) et (2). 

Notons qu'à prio~i l'ensemble Fo des symboles fonctionnels peut être 
distinct de F. En fait F défini également l'univers de Herbrand dans 
lequel on considère les interprétations . 

Lorsqùe nous par.lerons d'interprétations de Herbranâ d'un système 
(So,F) injectif l'univers considéré ser'l. H défini par F (qui éven
tuellement pourra contenir d'autres symboles que ceux de So ). 

Exemples; Soit (So,F) le système suivant injectif: 

, F={a,b,f} 

C 1 = {P ( x, y) , P (a, a) , x;y} 

avec 

C,={P(a,b),Q(a)} 

l'ensemble de clauses S injectif qui lui est associé est le suivant: 

S=So U AX(S) avec AX(S)={ axiomes de l'égalité formelle défini par F} 
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DEFINITION I.1.5 
Un système injectif (So,F) est dit i-insatisfaisable ssi 
l'ensemble S est i-insatisfaisable (pour toute les inter
prétations dans l'Univers de Herbrand défini par F). 

THEROEME II• 1. 2 
Soient (So,F) un système injectif et S l'ensemble de clauses 
injectif associé. 
Alors: 

S insatisfaisable <> (So,F) i-insatisfaisable 

S=So U AX(S) où AX(S) est l'ensemble des axiomes définis par F. 
Soit H l'Univers de Herbrand de S. 

DEMONSTRATION DE => .: 
Soit s· insatisfaisable. Soit I une i-interprétation de So 

dans H. I ne peut satisfaire So puisque Soc S. Donc So est i-insa
tisfai sable. 

DEMONSTRATION DE<=: 
Soit I une interprétation de S dans H. Si I satisfait AX(S) 

alors I est une interprétation injective donc ne peut satisfaire So 
donc I ne peut satisfaire S. 
Si I ne satisfait pas AX(S) alors I ne peut satisfaire non plus S. 
Dans les 2 cas S n'est jamais satisfaite par I si (So,F) est i-in
satisfaisable. 

Donc tester si un ensemble de clauses So U AX, où AX est l'ensemble des 
axiomes de l'égalité f~rmelle (pour tous les symboles fonctionnels au 
moins de So) est insatisfaisable revient à tester que l'ensemble So 
est i-insatisfaisable pour toutes les interprétations de Herbrand 
dans l'Univers H défini par F ensemble des symboles fonctionnels de 
So U AX. 

La donnée de F E,st importante car par exemple 1 1 ensemble S o suivant: 

est i-insatisfaisable si l'on 
est i-satisfaisable si l'on 

prend pour ensemble F, F={a,b,c} mais 
prend F={a} . 

En effet dans le, premier cas la clause C={x;:y, y;:z, x;:z} admet comme 
instance terminale dans l'univers de Herbrand H1={a,b,c} la clause C1: 

C 1 ={a,,b, b;:c, a~c} qui est i-insatisfaisable. 
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Par contre dans le second cas la seule instance terminale de C dans 
l'Univers de H2={a} est 

c2={aTa, aTa, aTa} qui est ·i-satisfaisable. 

Le paragraphe que nous allons maintenant étudier est consacré à 
l'élimination des littéraux égalitaires négatifs d'un système de clauses 
injectif. Lorsque nous parlerons d'une i-interprétation de clause 
cette interprétation aura toujours comme Univers de Herbrand un ensemble 
de termes définis à rartir d'un ensemble de symboles fonctionnels 
contenant ceux de la clause ou ~e l'ensemble de clauses. (ceci en a 
accord avec les définitions II.l.4et II.1.5) 

2.TRANSFORMATION D'UN SYSTEME INJECTIF EN UN SYSTEME i-POSITIF 

i-littéraux 

DEFINITION II.2.1 
Soit C une clause et L un littéral de C. 
Lest uni-littéral de C ssi Lest de la forme tTt' (resp.tTt'). 

C est dite i-positive ssi elle ne contient pas dei-littéraux 
négatifs et i-vide si elle ne contient aucun i-littéral. 

Un ensemble de clauses S est i-positif ssi toutes ses clauses 
sont i-positives. 

Un système injectif (So,F) est i-positif ssi So est i-positif. 

La partie égalitaire d'une clause est l'ensemble de ses 
i-littéraux. 

i-tautologies 

DEFINITIONS II.2.2 
Une clause contenant un littéral du type tTt' où t et t' ne sont 
pas unifiables est une i-tautologie négative. 
Une clause contenant un littéral du type tTt est une i-tauto
logie positive. 

PROPOSITION II.2.1 
Toute clause C qui est une i-tautologie positive (resp.négative) 
est satisfaite par une i-interprétation quelconque. 
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En effet si C est une i-tautologie positive elle est subsumée par 
,J.' axiome { x;x} , 
Si C est une i-tautologie négative alors C=D u {tact'} où t et t' ne 
sont pas unifiables. 
Donc C est subsumée par une clause du type {~}avec t et t 1 non 
unifiables. Or d'aprés II,1.2 une telle clause est logiquement dédu
ctible des axiomes AX(S) sonc C également. 

Contraction positive d'une clause 

DEFINITION II.2.3 
Soit C une clause. On définit récursivement une contraction 
positive de C de la manière suivante: 
(i) C est une contraction positive d'elle-même. 
(ii) Si C' est une cont.pos. de Cet si C'' est une cont.pos. 
de C' alors C'' est une contraction positive de C 
(iii) Si (t1.ct2) E C avec t1 et t2 unifiables, cr un de leur 
p,g.u alors: 

C'=(C-{t1;t2}) cr est une contraction positive de C. 

Voici un exemple: C={x;f(y),y;a, P(x,y),R(x)} 

C1={y;a, P(f(y),y),R(f(y))} 

C3={P(f(a),a),R(f(a))} sont des contractions positives de C. 

PROPOSITION II.2.2 
Soit C' une contraction positive de C. Alors pour toute 
interprétation injective I 

I satisfait C ssi I satisfait C' 

En effet soit ~=D ~ {t;t'} et C'=Dcr cr étant un p.g.u de t et t' 

DEMONSTRATION DE=>: 
C' est une résolvante de Cet de l'axiome {x;x} donc toute 

i-interprétation I, puisqu'elle satisfait cet axiome, satisfait 
également C' si elle satisfait C (puisque la résolution est une règle 
de déduction consistente). 
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DEMONSTRATION <a: 
Soit I une i-interprétation qui satisfait C' et soit Ca1 

une instance terminale quelconque de C 

-ou bien 3K telle que 01=0 .K auquel cas 

Ca1=Ca.K =Da.KU {(tTt')a.K} 

or Da.K est une instance terminale de C' donc Da.K ni*~ et donc 

CCT1 n I * ~ 

-ou bien VK CT1*a.K auquel cas, d'apr§s le théorème I.3.1, 

tCT1 * t'ai donc (tTt' )01 E I 

donc Ca 1 n I * ~ 

dans les deux co.s Ca1 est satisfaite par I, ceci VCa1 
terminale de C donc C est satisfaite par I 

PROPOSITION II,2.3 

instance 

Toute clause C admet une contraction positive C' qui est soit 
une i-tautologie négative, soit une clause i-positive, et 
qui peut être obtenue à partir de C par un nombre fini de 
contractions du type (iii) 

Montrons le peu de récurrence sur le nombre dei-littéraux négatifs 
. l(C) de C. 
-si l(C)=O alors C'=C et C' est une clause i-positive 

-supposons la propriété vrai@our les clauses telles que l(C) < n (n> 0) 

-Soit C une clause avec l(C)=n > 1. 
ou bien C est une i-tautologie négative auquel cas C'=C 
ou bien 3t et t' tels que tTt' E C avec t et t' unifiables, a un de 
leur p.g.u. 
Soit C"=(C-{tTt'}) C"est une contraction positive de Cet l(C") < n 
donc C" admet une contraction positive C' qui est une i-tautologie 
négative ou une clause i-positive. 
C' étant une contraction de C le théorème est donc démontré. 
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THEOREME II. 2 .1 
Soit (So,F) un système injectif. Alors il existe un système 
injectif (S'o,F) qui est tel que: 

(So,F) i-insatisfaisable ssi (S'o,F) i-insatisfaisable 

-Soit c E So - 3 
contraction de C. 

<P (c) clause i-positive oui-tautologie qui est une 

-Soit S·o' = {<P( c) · telles que <P( c) 
montrons que So i-satisfaisable ?> 

i-positive} 
S'o i-satisfaisable 

"' Soit I une i-interprétation qui satisfait So. Soit 
d'aprés la proposition II.2.2 comme c est satisfait par I, 
également. Donc S'o est satisfait par I 

<P(c) E S' o 
<P(c) l'est 

.. Soit I une i-interprétation qui satiqfait S'o. Soit :~E·So 
quelconque.Ou bien <P(c) est une tautologie négative auquel cas 
<P (c) et donc est satisfaite par I (porposition II.2.1). 

Ou bien <P(c) n'est pas une _i-tautologie négative. Donc <P (c) E S'o 
et <P(c) est donc satisfaite par L 
<P (c) étant une contraction de ·c,c est aussi satisfaite par I. 
Donc So est satisfaite par I. 

r:algcrithme pour passer d'un système injectif à un système i- positif 
est très simple: 
pour chaque clause Con construit une contraction C' i-pcsitive ou 
i-tautologie pëcr la méthode III. 2. 3. On remplacn C par la clause alors 
obtenue en éliminant cette dernière si c'est unE! i-tautologie. 
En fait sans le· programme OEDIPE où se trouve implémenté le traitement 
de l'égalité fc,rmelle, le soin est laissé à l'ut:ilisatèur de faire 
cette transforrr.ation,le principal intérêt de ~ i•ésidant dans son utili
sation dans les littéraux positifs. 
C'est la seconëe phase qui va être maintenant ét:udiée qui est de loin 
la plus import2nte dans Je traitement de l'égalité formelle. 
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3 i-METHODES DE RESOLUTION DE SYSTEMES i-POSITIFS INJECTIFS 

Une fois effectuée la transformation d'un système injectif 
en un système i-positif (c'est à dire sans littéraux de la forme ~.S) 
par la méthode décrite précédemment on peut alors utiliser n'importe 
quelle méthode de déduction ( §I.5) pour traiter ce système. 
Le traitement automatique des axiomes de 1 1 égalité formelle (qu'on n'a 
pas, bien sûr, besoin d'introduire dans l'ensemble des clauses de 
départ) est fait grâce à deux opérations sur les clauses que. l'on 
ajoute à la méthode utilisée: 
1) une opératicn de "contraction" qui consiste à éliminer d'une clause 
tous les li ttér·aux de la forme t.t' , où t et t I sont deux termes non 
unifiables. 
2) une opératic,n qui consiste à tester la présence d'un littéral de 
la forme tact d2.ns la clause ( et de considérer alors cette clause 
comme non admissible). 

A part ces deux opérations, la partie égalitaire des clauses n'inter
viendra pas quelque soit la méthode utilisée. 
On peut donc voir que ces deux opérations sont vraiment simples à 
ajouter à la méthode qu'on utilise et que n'importe quel programme de 
démonstration automatique pourra traiter l'égalité formelle de façon 
automatique moyennant un minimum de mcdifications. 

Contractions 

La méthode de déduction pour tester la i-insatisfabilité d'un 
système i-,positif peut être déduite d'une méthode de déduction quel
conque complète et généralisable à laquelle on ajoute une opération de 
contraction 

DEFINITION II.3.1 

Exemple: 

Soit C une clause. On appelle contraction de C la clause 
C'=C-{L E C/L=(tvt 1 ) avec t et t' non unifiables} 

C={P(K),Q(y),x.f(x)} C'={P(x),Q(y)} 

PROPOSITION II.3.1 
Soit C une clause et C' sa contraction. Alors VI i-inter 
prétation 

I satisfait C .. I satisfait C' 

C' c C donc C' subsume C d'où la démonstration <=. 
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D'autre part C' est obtenue à partir de C par une suite de resolutions 
sur des clauses du type {t;t'}où t et t' sont non unifiables. Or, 
d'aprés II.2.1 ces clauses sont des i-tautologies donc toute i-inter
prétation qui satisfait C satisfait C'. D'où la démonstration de=<> 

i-dérivations à partir d'un ensemble de clauses i-positif 

~ étant une méthode de déduction, une i-(J)-dérivation est une <P-dérivation 
telle que les littéraux égalitaires ne sont ni résolus, ni factorisés 
mais s·eulement 11contraëté.S 1! Nous allons donner une défini tian précise 
de cette notion et un exemple pour l'illustrer. 

DEFINITION Iï.3.2 
Soit ~une méthode de déduction,S un ensemble de clauses et 
5° l'ensemble des clauses parties non égalitaires des clauses 
de 5. 
On dit que la suite D=(C1,,, •. ,c ) est i-<P-dérivation à 
partir des ssi il existe une~-aéduction D0 =(cq,,, .• c0 ) 

à partir de 5 0 telle que: ~ n 

(i) V i E{l, .... n} 

(ii)V i E{l, .... n} 

Ci n'est pas une i-tautologie positive 

C'? est la partie non égalitaire de C. 
l l 

(iii) Vi E {1, .... n} 

Si C'? est un facteur de c0 E 5° (C0 partie égalitaire 
de Ci E 5) alors C. est la contraction d'un facteur deC 
(les littéraux faètorisés étant les mêmes dans Cet c0 ) 

Si C'? 
l alors 

vante 
étant 

est un facteur d'une résolvante de C'? et 
C. est la contraction d'un facteur d'une 
dê C. et Ck (les littéraux factorisés et 
les ~êmes âans Cj et Cj' Ck et Ck) 

On peut illustrer cette définition par les 2 schémas suivants 

co 
K resol-

résolus 
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Donnons maintenant un exemple d'une i-dérivation 

Soient C= {Q{ x ,y) ,Q(y ,x) ,Q(y ,z) ,x;y, x;f( z)} 

D= {Q(a,b)} 

E= {Q(b,a)} 

F= {Q(a,a)} 

Considérons lai-déduction suivante: 

Factorisation de C: 

contraction dE C '1: 

C'i = {Q(z,y) ,Q{y,z), z;y, z;f(z)} 

C 1= {Q"(z,y),q(y,z),z;y} 

resolution de C 1 et D: C' 2 = {Q(b,a),a;b} 

contraction de C12: Ca= [l(b,a)} 

resolnt:i on C,i:> 1;
2 

et E: <; = □ 

On peut remarquer qu'en fait on résoud et on factorise les clauses 
normalement sauf sur les i-littéraux. Ceux-ci servent en quelque 
sorte 11d' inter•diction II pour certaines unifications. 

Ainsi dans cet exemple les clauses F et C donnent comme resolvante 
la clause quivante: · 

{Q(a,a),Q(a,z),a;a,a;f(z)} qui est une i-tautologie donc qui ne peut 

intervenir dar.s aucune i-déduction. 
On peut donc considérer que les i-littéraux positifs sont des restric
tions aux quantificateurs universels. 
Par exemple la clause C peut s'interpréter par: 

Y x Yy Vz sauf peut être· pour x=y et x=f(z) on a: Q(x,y) v Q(y,x) v Q(y,z) 

On peut alors utiliser toute instance de{ Q(x,y),Q(y,x),Q(y,z)} à 
condition que les conditions soient vérifiées. 
Dans l'exemple la déduction D0 associée à D=(C1,C2,C3,) est la suivante: ~ ~ 

C0 1={~(z,y),Q{y,z)} C0 2={Q(b,a)} c,0 3 = □ 

1 
1 r ,. 
I' ·' 1 

!!, 
f 
{~ 
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THEOREME II. 3. l. 
Soit w une méthode de déduction complète et généralisable. 
Alors: si (S,F) est un système i-positif

1 
on a la propriété 

suivante: 

Si (S,F) est i-insatisfaisable il existe une i-w-déduction 
à partir de S d'une clause C dont la partie non égalitaire 
est vide. C'est à dire que: 

n 
C= U { t. ,t'.} 

i+l J. J. 
avec t. * t 1

• 
J. J. 

V i E {1, •.. ,o} 

ou C= D 

Nous aurons bt~soin pour la démonstration de ce théorème de 2 lemmes. 

LEMME 1 
Soit (S,F) un système i-positif, injectif 1 i-insatisfaisable. 
Aloru il existe un ensemble fini S' d'installce terminales de 
clau,;es de S, qui ne soient pas i-tautologies et tel que (S\F) 
est i-insatisfaisable. 

(S,F) étant i-insatisfaisable l'ensemble SU AX où AX est l'ensemble 
des axiomes de l'égalité formelle défini par Fest insatisfaisable 
(théorème II.1.2). 
Donc d'aprés ~e théorème de Herbrand il existe un ensemble T fini, 
d 1 frstances terminales de SU AX(F), insatisfaisable. 
Soit T=St Û T, cet ensemble avec St ensemble d'instances de S et Tt 
ensE,mble d'instances de AX(F). 
Soit S'={Ct E St/ Ct ne soit pas i-tautologie}. Montrons que (S' ,F) 
est i-insatisfaisable. 

Soit I une i-interprétation quelconque. Tétant insatisfaisable 3 CET 
telle que C n'est pas satisfaite par I, i-e C n I= ~ (puisque C est 
terminale). 
Or I étant une i-interprétation dans l'univers de Herbrand H défin' 
par F, tous les axiomes de AX sont satisfait par I donc Tt est satis
fait par I. Donc C E S1 
D'autre part C ne peut être une i-tautologie donc CES'. Donc S' n'est 
pas satisfait par I. 
(S',F) est donc i-insatisfaisable. 
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Soient 3 clauses C,C" et D' telles que 

• 1 L' • C=D U E (Epar:i:te égalitaire de C), C"=D" U E" 
1 

(E" partie égalitaire de C") avec 

C" instance terminale de C 

D11 instance terminale de D1 

D' instance de D 

Alors il existe deux substitutions o' eto" telles que. 

C"=Ca' .a'F 

D11=D I o' ' 

D'=Do' 

On peut illustrer ce lemme par le. schéma suivant 

Soient oet o-0 les substutions minimales telles que 

C"=Co i-e telle que ·D"=Do et E"=Eo et 

D"=Do 

,.rI) ,.,,, 
cr'~D 11 Û E11 D 

D'aprés la proposition I.3.3 et puisque D"=Do on a o-
0 

c o 

donc 30E telle que o=o-0 Ü oE avec V(oE) n D= $ 

Soient p' et p" les substitutions minimales telles que D'=Dp' et D"=D'p". 

Toujours d'aprés I.3.3 V(p') c V(D) 

Soient a'= P' Û oE. et a"= p" 

. D'aprés I.3.4, puisque V(D) n V(oE)= $ , 'Do' =Dp' =D' 

D~o11=D'p"=D" 

Donc D11=D0 1 0 11 donc d'aprés I.3.3 o c: a'cr" D 

D'aprés I.3.5 comme !TE est une substitution terminale: 

(p' Ü crE) .o":::, oE donc 0 1 .0 11 :::, oE donc oc o' .c, 11 

et 
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D' a prés I. 36 puisque Ca est une instance terminale: 

Ca' .a"=Ca 

D'où le lemme. 

Démonstration du théorème II.3.1 

Le système (S,F) étant i-insatisfaisable, d'après le lemme 1, il 
existe S' ensemble fini d'instances de clauses de S tels que ces 
instances ne soient pas des i-tautologies et telles que (S' ,F) est 
i-insatisfaisable. 
Soit s 0 l'ensemble des parties non égalitaires de clauses des., et 
s•o celui des clauses de S'. Alors S10 est un ensemble d'instances 
terminales de s 0 • Plus précisemment on a: 

(1) 'v'C'0 E S' 0 3C' ES' , 3C ES tels que C'=C 10 Û E' 0 

où E' 0 est la partie égalitaire de C' et ne contient pas dei-littéraux 

de la forme t.t, et C=C0 U E0 avec C' instance terminale de C 

Donc c•0 est la contraction de C' (puisque au départ (S,F) est un 
système i-positif et que C' est une clause terminale) et d'aprés la 
proposi tian II. 3 .1 toute i-interprétation qui satisfait C 10 et réciproquement 

(s:r) est un système i-insatisfaisable donc (S 10 ,F) aussi puisque 
pour chaque clause de S' sa contr~ction appartient à s• 0

• Or s• 0 ne 
contient pas dei-littéraux donc c' est un ensemble insatisfaisable . 

D'où le premier résultat: s 10 est un ensemble d'instances terminales 
de s0 fini insatisfaisable . 

Donc puisque (il est complète, il existe une lP -déduction terminale de □ 
à partir de s 10 , soit: D10 =(C\ 0

, ••••• C10
) avec c•0 = □ ~ n n 

lP étant génér~lisable et s• 0 étant un ensemble d'instances de s0
, 

3 une (()-déduction de □ à partir de S0 qui généralise J!,'0 

D0 =(C0 , •••• C0 ) avec C~= □ et 
,.._, l n 1 

C'~ instance terminale de C~ 
i i 

\fi E {1, ... n} 

Nous allons 
à partir de 
telle que 

c~nstruire par 
S qui admet R,0 

récurrence une i-~-dérivation 
comme <.p dérivation associée et 

D=(C1, ... C ) ,.._, . . n 
qui soit 
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(2) Vi 

(i) 

(ii) 

E{l, .... n} 

c.=C? u ro , . 
i i i 

C'?=C<? .(J. 
l l l 

3 o. avec: 
l 

E? partie égalitaire de C. 
l l 

(iii) E~.0. 
l l 

n'a pas de littéraux de la forme (t;t), et est terminale 

On aura donc le schéma suivant: 

R,= C 1 ......... C ••••••••• 

\ p cu-t ~e \ \,u1. 2:P t~ t:. 

* i C~. . . • • . . . . C? ....•... 

l l~ ·. 
R,' 0: C'~•··••··· C'i_••···•• 

1°) Considérons le cas où C~ et C'? sont des instances de c 0 E S0 .D'aprés (1) 
l l 

3C ES et C' ES' tel que C=C0 Ü E0 C'=C!0 U E!0 où C' est une 
l l 

instance terminale de C, E! 0 sans littéraux t~t. 
l 

Or D0 généralise D donc C? est un facteur de c 0 qui admet comme instancec•~ 
teriinale. ...., 

1 1 

Donc è'aprés le lemme 2 3a' eto 11 tels que 

(3)C'=Ca'a" 

Soit C:-=co'. 
l 

C.=C0 .o• Ü E0 .o'=C? Ü E0 0 1 

l l 

un facteur de C". 

E0 0 1 0 11=E'~ 
l 

C. est un facteur àe C puisque C~ est 
l l 

Soit Ci la contraction de Ci on a alors: 

(4) C.=C~ Ü E~ où E~ la partie égalitaire de C. est telle que E~ c E0 0 1 

1 l 1 1 1 1 
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Montrons que E~.o" n'est pas une i-tautologie et qu'il est terminal. 
]. 

E<?.a11c. E0 0 1 .o" =E'C? or E'? vérifie ces 2 conditions donc 
]. ]. ]. 

ES>. a" aussi. Posonscr. =a" on a alors 
]. ]. 

_ C. contraction d'un facteur de CES (les littéraux factorisés étant 
]. 

les mêmes que pour Ci) 

-C? est la partie non égalitaire de C. 
]. ]. 

(4) et C -c 0 Ù E? i- i 1 

C?.o.=C'? (3) 
]. 1 ]. 

• E? .a. est une non i-tautologie terminale 
]. 1 

On peut résumer par le schéma suivant: 

C = 

! 
C. = 

li 1 

} 
C! = 

]. 

co 
1 

\a' 
t 
C? 

]. 

l~i 

C'<? 
1 

ù Eo 

\ a' 
! cor.t,,.1,u\-.'o·" V 

ù E0cr' ··"'-·-·--·-:::;:.,-

1 <l'i 

ù 
~ 

E' <? 
1 

C.=C? ù E? 
1 ]. 1 

2°) Considérons le cas où c•~ est 
un facteur d'une résolvante àe C~ 
variables comrnulles. J 
D'aprés l'hyi;othèse de récurrence 

une résolvante de C1 ~ 

et Ck, Nous supposonJ 

( 2 ) on a alors : 

et C? 
l 

sans 

(5) C.=C9 ù E9 
J J J 

C'9=C?,cr. 
J J J 

E'?.cr. terminale et non i-tautologie 
J J 

Ck=Ck ù Eo. 
k c 'k=Ck. crk E'k.crk terminale et non i-tautologie 

Soient F? et F'.' les deux sous-ensembles de c 0J. et ck0 resolus, E'? et E' 0 
] K ] k 

les littéraux resolus dans C'j et C'k 

Fj et Ft sont unifiables et comme R,'0 est généralisée par R_,0 on a: 

F9cr.=[L'?} 
J J . J 

et F0 cr ={L 10 } k k k 
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(6) C'?=(C'~-{L'~}) U (C'k0 -{L'k0
} )=(C~-F~)a. U (Ck0 -Fk0 )ak 

]. J J J J J 

Donnons le schéma explicatif suivant: 

(a est bien une substitution puisque v(a.) n 
J 

On a alcrs d'aprés (6) 

C'î= ((cj-Fj) u (ck-Fk))a 

Soit (7) D=(Cj-Fj) U (Ck-Fk) 

(proposition I.3.4) 

alors c•~=Da 
]. 

F? Urt étant l'ensemble des littéraux unifiés dans la resolvante 
dJ C. et Ck et C? étant un facteur de cette resolvante 3a1 telle que: 

J ]. 

c~=((c~-F~) u (Ck0 -rk0 ))a1 =Da1 
]. J J 

Considérons les 3 clauses A=D Û (E~ U E0
) 

J K 

Best une instance terminale de A 
C? est une instance de D 

]. 

B=C'~Û(E? U E0 )a et C? 
J. J k i 

(B=Aa puisque C'? = Da) 
]. 

C'i est une instance de Ci (puisque R,0 généralise R,'0 ) 

Ej U Ek est la partie égalitaire de A 

(Ej U Ek)a est la partie égalitaire de B 



donc d'aprés le lemme 2 

(8) B=Aa'a" 

C' <?=CC? .0 11 

l l 

Ci= Da' 
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3 a' et a" telles que 

( 9) Soit C.=Aa'=(D Û (E~ Û E0 )la 1 =Da' Û (E~ U E0k)a'=C? U (E~ Û E0 )a' 
l J k' J l J k 

D'aprés la définition de D (7) 

c.=((C~-F~) û (c0 -r 0 ) û E~ û E0 ) a• 
i JJ kk J k 

ëi=(((Cj li Ej)-Fj) û ((Ck ü Er)-Fk)) a' 

donc d'aprés (~) c.=((C.-F~) û (Ck-Fk0 ))a' 
l J J 

C. est donc un facteur d'une résolvante de C. et Ck, les littéraux 
r~solus et factorisés étant les mêmes que poJr CC?. 

l 

De plus C? est la partie égalitaire de c. 
l l 

Soit C. la contraction de C.: 
l l 

C.=CS> u E? avec E<? c (E~ Û E0 )a' (d'aprés ( 9)) 
l l l l J k 

Montrons que E?.a" est une clause terminale non i-tautologie: 
l 

E?.a" C (E~ Li Ek0 )a'a"=(E~ û E0 )a 
l J J k 

(d'aprés 8) 

Comme' a=aj Û ak 1d
1 aprés la proposition I.3,4 

(Ej Û E~~(Ej.aj) u (Ekak) 

D'aprés l'hypothèse de recurrence (5) Ej.aj et Ek.ak sont des clauses 

terminales non i-tautologies donc El'?.011 aussi d'où en posant cr.=cr" on a 
l l 

C. contraction d'un facteur d'une resolvante de C. et 
i (les littéraux resolus et factorisés étantJles 

C? est la partie non égalitaire de C. et C.=C? Û E? 
l l l 1 l 

co a = C' o. 
i' i l 

(d'aprés 8) 

E~.a. est terminale et non i tautologie 
l l 

Ck 
memes que pour C~ 

l 
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Donc R=(C1,,, .. C) est bien une i-~-déduction à partir de S car C. 
ne peut être uneni-tautologie puisque E~ partie égalitaire de C. 

1 

admet une instance terminale E~.cr. qui n'en est pas une 
1 

(en effet si t,t EE~ alors (tcr. 1 .;tb.)€ E~.cr. é:. E~.cr. serait i-tautologie) 
1. 1. l l l l 1 

D'autre 
C ~E0 • 
n u ou bien 

part c0 = <j, et C admet c0 comme partie non égalitaire donc 
n n n 

Eo = <j, 
n 

ou bien E0 * <j, n 

auquel cas C =q, 
n 

m 
soit C =E0 = LJ {t -t•t n n K+l kT k 

or en n'est pas une i-tautologie donc tk* tk 

d'où le théorème II. 3 .1 

'v'K E {1, .... m} 

on peut dire que si ~ est une méthode de déduction complète et géné
ralisable, le i-c.p- méthode associée est complète 
Nous allons montrer maintenant qu'elle est consistente. 

THEOREME II. 3 • 2 
Soit C une clause i-positive qui n'est pas une i-tautologie et 
dont la partie non égalitaire est vide. 
Alors quelquesoit lai-interprétation I dans un univers de Herbrand 
infini,C n'est pas satisfaite parI. 

pour établir c,3 théorème nous aurons besoin du fu..emme suivaqt: 

LEMME 3 
Soient t et t' deux· termes distincts et unifiables,co un de 
leurs p.g.u etcri une substitution telle que : 

(1) cr1= {x/k} 

(2) cri <t cro 

Alors 

, K terme terminal: 

t,cri * t' ,cri 

Notons que puisque t et t' sont dist.::ncts O'o existe et est dinstinct dr-

En outre d'apr3s I.3.8 on a: 

(1) vx/t E cro 

Supposons tcri=t'cri 

V(t) n v (cro)= <P 

alors d'aprés la définition des p.g.u 3 o 

c::":(Jo .a 
1 

tel que 
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on a donc 

{x/k}= A Ü B avec 

B=tr y ./k. 
1. 1. 

1er cas: 
A={x/k} et B=$ donc~ y E V(Œo) tel que y i V(oo) donc V(o) c V(oo 

v i E {1, ••. n} V(t.) n V(o) c. V (t.) n V (o 0 )= $ d'aprés (1) 
1. 1. 

Donc t .. o=t. donc A= {x./t. /t. ;,x.}=oo={x/k} 
]. ]. l.l.l.1. 

or x/k i 0
0 

donc ceci est impossible 

2ème cas 
A=$ et B={x/k} donc V y E V(o) 

1 
y i .. V(oo) => y=x donc 

V(o) c V (ool Û{x} 

de plus Vi E {1, .••. n} tio=xi donc en particulier t1,O =x1 

donc t1 est une variable et {ti/xd Eo. Or V(t1) n .•V(oo) = $ 

donc t1 i v(oo) donc 

comme V(o) c: V (oo) U {x} on a t1=x et t1/x1 = x/k 

donc x 1= K 

ce qui est impossible puisque K est terminal. 

DEMONSTRATION du THEOREME III. 3. 2 

La clause C peut s'écrire 

(le cas où C= □ est trivial) 

C= ù' l t. ; t' i} avec ti * t' i Vi E {1, ... n} 
i=l 

1 

Une clause C étant i-équivalente à sa contraction on peut supposer 
ti et t' i unifiables Vi E{l, •.. n} 

Nous allons dénontrer le théorème par récurrence sur le nombre de 
variables N de C 
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N=O alors soit I une i-interprétation quelconque. C est terminale 

Donc 

V i E {1, ... n} t.*t'. => t.;t'. Œ I donc en I= ~ donc C n'est pas 
1. l 1 l 

satisfaite par I 

Supposons la propriété vraie pour O, ••• N-1. Soit C ayant N variables 

Soient cri,.... les p.g.u de (t1,t 1 1) (t2,t~) .... (t ,t' Y tels que 
n , ·n n 

V x/t E cr. 
]. 

v(t) n v(cr. )= ~ 
]. 

donc v(cr1)* ~) et Kun terme terminal tel que 

xi/k Œcr1 U ..... U cr. Soit alors cr={xi/k} n 

K existe puisque H est infini. D'aprés le lemme 3 on a 

V i E{l, ... n} t' .cr 
]. 

Donc Ca possède (N-1) variables et vérifie l'hypothèse de récurrence 
donc C est bien i-insatisfaisable puisque Ca l'est. 

Nous pourrons énoncer maintenant le théorème de consistence 

THEORë:ME II. 3 • 3 

Soit ~une méthode de déduction et (S,F) système de clauses 
i-positif, F ayant au moins un symbole fonctionnel de rang n ~ 1 
Alors: 

3 une i- ~ déduction d'une clause C à partir de S telle que ( 1) et ( 2) 

=> (S,F) est i-insatisfaisable,Les propriétés (1) et (2) sont les 
suivantes: 

(1) C n,e soit pas une i-tautologie 

(2) la partie non égalitaire de C est vide 

Soit D=( C 1, .... C ) une i- ~ déduction à partir de S d'une clause C ~ n 

vérifiant ( 1) e<: ( 2). 
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Toute interprétation qui satisfait une clause satisfait ses facteurs et 
Toute interprétation qui satisfait 2. clauses satisfait leurs resolvantes. 

Donc à fortiori pour toute i-interprétation. 
En outre une i-interprétation qui satisfait une clause satisfait sa 
contraction. Or C1, ..... C sont obtenues à partir de clauses de S 

3 , . d n par ces Oferations one 
Si I satisfait S alors I satisfait c. 

D'aprés le théorème II.3.2 C n'est satisfaite par aucune i-interpré
tation dans H(F) donc S est i-insatisfaisable 
Notons que la condition (1) est satisfaite par le fait que D est une 

~ i - 'l' déduction. 
On peut énoncer les deux théorèmes II.3.3 et II.3.1 sous la forme 
suivante: 

THEOREME II. 3 . 4 
Soit (S,F) un système injectif i-positif tel que F admette un 
symbole fonctionnel de rang n :,,. 1. 
Soit~ une méthode de déduction complète et généralisable. 
Alors: 
(S,F) est i-insatisfaisable ssi il existe à partir de Sune 
i- ~éduction d'une lcause C telle que C ait une partie non 
égali tair,= vide. 

4. UTILISATION DE L'EGALITE FORMELLE 

Nous allons maintenant voir comment utiliser de façon pratique 
l'égalité forme:Lle en démonstration automatique. La première utilisa
tion permet d 1 é·,i ter certaines redondances dans le graphe des resol u
t ions, redondances dues entre autre au fait que des clauses peuvent 
avoir des instances communes et que ces instances peuvent donc mener à 
des dÉ,ductions identiques. 

Limitation des redondances 

Donnons un exemple pour illustrer cette application. 
Soit S={C 1 ,C2 ,C: 3 ,cd 1 1 ensemble des clauses sui vantes: 

C1={P(x,y),P(y,,:),P(x,z)} 

C2={P(x,x)} 

Ca={P(a,b)} 

C4={P(b,a)} 

transivité de P 

réflexivité de P 
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Considérons la déduction suivante: D=( Cs ,CG ) 
'\, 

resolvante de C1' et C3 

resolvante de Cs et C4 

Cs={P(b,z),P(a,z)} 

CG={P(a,a)} 

On voit que CG est en fait une instance de C2 et que cette déduction 
est sans intérêt. 
On peut alors placer une condition sur la clause C1 et la remplacer 
par la clause C'1 . 

C'1={P(x,y),P(y,z),P(x,z),x;z} 

Le système (nous allons le montrer) S est équivalent au système 
injectif (S' ,F) avec: 

S' ={C' 1 ,C2 ,C3 ,cd et F={a,b} 

ou plus exactement S est satisfaisable ·ssi (S' ,F) est i-satisfaisable 
et une i-déduction à partir de S' ne pourra jamais générer CG . 

NOTATION 
Soit o={x1/t1, .... x /t} 

n n 
une substitution. 

on définit le littéral L(o) par: 

cù f est un nouveau 

symbole fonctionnel d'ordre n. 

Si o = s on définit alors L( s ) par: 

L(s)=(f(x);f(x)) 

THEOREME II. 4. 1 
Soient S ensemble de clauses, A et B deux clauses de S telles 
que 301 et 02 avec 

(1) A01 c B02 

Soit (S' ,F) le système injectif défini par 

(1) S'=(S-{B}) U {B'} avec B'=B U {L(o2)} (B remplacé par B') 

( 2) F={symboles fonctionnels de S} U{f} où f est le symbole de L( o 2 ) 

Alors: S est insatisfaisable ssi (S' ,F) est i-insatisfaisable 
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DEMONSTRATION DE .. : 

Soit L(o2)=(f(x1, .... ,x ),.f(t1, •... t) 
n n 

(n ~ 1) 

Supposons (S' ,F) i-satisfaisable et soit I une i-interprétation de (S' ,F) 
Montrons que Best satisfaite par I 

Soit Bo une instance terminale quelconque de B,o minimum. on a alors 

B'cr =Bcr u {L(o2)}0 

(on peut supposer 02 minimum donc ay,nt toutes ses variables dans B) 

cr étant terminale on a 

v(o) =v(B) don8 v(cr) ~ v(L(cr2)) donc L(o2).o est terminale donc B'oaussi 

est satisfaite par I donc B'cr aussi donc B'cr n I *~ donc 

{L(cr2).o}n I * ~ 

I * ~ alors L(cr2).cr 'E: I donc 

,. f(t1, ...• t)}cr EI 
n 

Or I est une i-interprétation donc f(x1, •.. x ),; =f(t1, .•.. t )cr donc 
;Oest ununifieurde A={f(x1, .... x ), f(t1,-~ .• t )} n 

De plus cr2 est cm p.g.u de A donc n d'aprés la d~finition des p.g.u 

3 cr' tel que cr=cr2.cr' 

Bo=Bo2.o' et d'aprés (1) Aa1 .o' c Bo donc comme A est satis-

aite par I, Bcr aussi. 
Donc Best satinfaite par I et puis~ue 

{B} et 
( s t ,F) 

que S' est satisfait par I, S également. 
i-satisfaisable => S satisfaisable 
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DEMONSTRATION DE<=: 

Soit S satisfaisable et soit I une interprétation qui satisfait S. 
I satisfait également B' puisque B c B'. Donc S' est satisfaite 
par I. 
Soit I' lai-interprétation définie par 

I'=I U {t.t avec t E H(F)} U {t.t' avec t,t' E H(F), t * t'} 

I est une interprétation qui est une extension de I et S' étant 
satisfaite par r, (S',F) est satisfaite par I'. 

Donc S satisfaisable"" (S' ,F) i-satisfaisable 

REMARQUE 1 
Ce théorème est une extension du théorème de subsumption car 
A subsume B ssi 3o tel que Ao c B donc dans ce cas O2=i 
et B'=B U {f(x);f(x)} qui est une i-tautologie donc qui peut 

·être supprimée. 

REMARQUE 2 
Dans l" cas où o={x/t} i-e n'a qu'un seul composant on peut 

prendre, L(o)=. (x.t) au lieu de (f(x);f(t)) puisque ce sont 

deux littéraux équivalents. 

Donnons un exE!mple d'utilisation de ce théorème. 

Soit à démontrer le théorème suivant: Si une loi de composition est 
associative, admet un élément neutre et si tout élément est d'ordre 2 
alors la loi est commutative. 

Nous utiliserons le prédicat P( x ,y ,z) pour x * y=z. 

C1: {P(x,y,u),P(y,z,v) ,P(u,z,1-1), P(x,v,w)} associativité 

C,: {P(x,y,u),P(y,z,v), P(x,v,w),P(u,z,w)} associativité 

Cs: 

C.: 

Cs: 

Cs: 

C,: 

{P(x,e,x)} 

{P(e,x,x)} 

{P(x,x,e)} 

{P(a,b,c)} 

{P(Jo,a,c)} } 

e un élément neutre à droite 

e est élément neutre à gauche 

tout élément est d'ordre 2 

négative du théorème:V x Vy Vz. P(x,y,z) ""P(y,x,z) 



-69-

Soient cr1={x/e} alors 

donc on peut r•emplacer C3 et C4 par C1 U L(cr1l et parc. U L(CT1) 

De 11.ême si a 2 ={x/a,v/b,w/c} alors CG c C1 .a, donc C1 peut être 

remplacé par C1 U L(g2l 

si o,={u/a,z/b,w/c} 

remplacé par C2 U L(cr1) 

alors CG c C2.cr1 donc C1 peut être 

Donc l'ensemble S={C1, .... C7} est insatisfaisable ssi S 1 ={C'1,.,.C'1} 

est i-insatisfaisable avec 

C1 1={P(x,y,u),P(y,z,v),P(u,z,w),f1(x,v,w);f3(a,b,c);p(x,v,w)} 

c• 2={P(x,y,u);P(y,z,v),P(x,v,w),P(u,z,w), f1(u,~w);f3(a,b,c)} 

C'1={P(x,e,x),x;e} 

C's={P(x,x,e)} 

C'G={P(a,b,c)} 

C' ,={P(b,a,c)} 

En outre on est assuré que pour une méthode quelconque de déduction, 
le nombre de clauses générées à partir de S est plus grand qu'à partir 
de S'. Donc 12 méthode sera améliorée par l 1 introduction de ces 
"conditions" puisque le graphe des resolutions est réduit. 

Utilisation de l'égalité formelle dans les systèmes de 

questions-réponses. 

Un certain nombre de systèmes de questions-réponses admettent 
comme princip,, de base la démonstration automatique. ( cf GREEN-1) 
La plupart utilisent comme langage de base le langage de calcul des 
]?rédicats du 1er ordre. Le "fichieio" s11r lequel des questions vont 
etre posées est constitué d'un ensemble de clauses (qu'on suppose consis
tent), la question posée étant associée à un théorème à démontrer. 
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Par exemple une question du type "qui vérifie P ... " peut être for
mulée sous la forme suivante: 

3x tel que P(x)? 

Le théorème à démontrer à partir du fichier est alors le suivant: 

3x :B(x) 

On essaie donc de 
x O de x telle que 
ant le fichier. 

démontrer ce théorème et de trouver la "valeur" 
P(xo) puisse être déductible des clauses constitu-

On formule alors la question sous la forme suivante: 

Vx (P(x)=> Réponse (x)) qui s'écrit sous forme clausale de la façon 

suivante: 

P(x) v Réponse(x) 

Si l'on suppose qu'il existe vraiement une valeur x o de x telle que 
P(x 0) soit déductible des clauses du fichier S l'ensemble 

S'=S U {P(x)} est inconsistent. 

On peut donc trouver une déduction de la clause vide à partir de S' 
donc une déduction de Réponse (xo) à partir de 

S"=S U W(x),Réponse (x)} par une méthode de resolution 

Exemple: 
Considérons les informations suivantes: 

1: Pierre est le père de Paul 
Marie est la mère de Jacques 
Pierre est 1,, mari de Marie 
Si deux individus ont le même père alors ils sont frères 
Le mari de la mère d'un individu est le père de cet individu 

question posée: 
Qui est frère de Paul? 

peut représenter le fichier par l'ensemble de clauses suivantes: 
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1. {père (Pierre, Paul)} 
2. {mère (Marie,Jacques)} 
3. {mari(Pierr·e,Marie) } 
4,{père (x,y), père (x,z), frère(y,z)} 
5,{ mari(x,y),mère(y,z),père(x,z)} 

6, {frère(x,Paul),Réponse (x)} question 

résolvante 6.4: 7.{ père(x,y),père(x,Paul),Réponse (y)} 

résolvante 7.1: 8.{ père(Pierre,y),Réponse(y)} 

résolvante 8.5: 9.{ mari(Pierre,y), mère(y,z), Réponse(z)} 

résolvante 9.2: 10,{ mari (Pierre,Marie), Réponse(Jacques)} 

résolvante 10,311 { Réponse(Jacques).} 

D'où une premjère réponse à la question. On peut en trouver une seconde 
qui peut paraâtre surprenante, mais qui est par'faitement déductible des 
axiomes. 

résolvante 8,1: 12 Réponse(Paul) 

D'où la réponse suivante: Paul est son propre frère. 

Pour éviter de telles réponses, on peut alors introduire des 11conditions
11 

dans les clauses grâce à l'égalité formelle, 
L'information 4 aurait dû en effet être formulée autrement: 
si deux individus distincts ont le même père alors ils sont frères. 
Sous forme clausale ceci peut s'écrire: 

4' {père(x,y) ,père(x,z), frère(y,z) ,y.z} 

d'où la première réponse identique à celle trouvée précédemment 

résolvante6.4': 7' {père(x,y),père(x,Paul),y.Paul, Réponse (y)} 

7' .1: 8' {père(Pierre,y),y.Paul,Réponse(y)} 

8'. 5: 9' {mari(Pierre,y),mère(y,z),z.Paul,Réponse (z)} 

·résolvante 9. ~: 10' {mari(Pierre,Marie), Jacques.Paul,Réponse (Jacques)} 

Contraction 10': 10" {mari(Pierre,Marie) ,Réponse(Jacques)} 

.résolvante 101 .3: 11' {Réponse (Jacques)} 



-72-

Par contre la seconde réponse n'aurait pû être trouvée: 

résolvante 8 1 .1: 12' {Paul.Paul,Réponse (Paul)} qui est éliminée 

puisque i-tautologie. 

Il faut cependant remarquer que l'utilisation de l'égalité formelle 
nécessite certaines précautions. On sait que la clause{t1,t2herminale 
ne peut être interprétéedans l'univers de Herbrand comme "vraie" que 
si (et se·ulement si) t1 et t2 sont égaux formellement. Donc deux indi
vidus dont les "noms" sont distincts seront interprétés comme étant 
différents dan:s l'univers de l'interprétation.Il faut donc écrire les 
informations en tenant compte de ce fait. 
Entre autre on ne pourra jamais montrer par exemple que Pierre.Marie. 
Mais ceci semble quand même assez naturel. 
Le problème apparait lorsqu'on introduit des fonctions de Skolem 
(soit dans la question, soit dans la traduction des informations sous 
forme, clausale). 

Nous venons donc de voir un certain nombre d'utilisations possibles de 
l'égalité form,'1le en démonst,wration automatique. 
Un problème re:;te pourtant irrésolu en ce qui concerne les fonctions de 
Skolem. Il sem::ile alors naturel de mêler l'égalité formelle et l'éga
lité logique d.ms un même formalisme de resolution. 
En particulier on peut différencier par exemple un certain sous-ensemble 
de vocabulaire terminal pour lequel les axiomes de l'égalité formelle 
resteraient valides, et utiliser l'égalité logique pour les autres. 

C'est cette voie que nous choisirons pour les recherches futures, ainsi 
que l'extensio~ du traitement de l'égalité formelle à d'autres prédicats 
ayant de telles propriétés qu'ils puissent être traités formellement. 
Ceci permettrait entre autres d'utiliser la démonstration automatique 
dans les analyseurs de langage naturels qui très souvent ont besoin de 
traitements fo::'."'mels sur les 11arbres 11

• 
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Chapitre III 

UN PROGRAMME DE DEMONSTRATION AUTOMATIQUE 

PERMETTANT LE TRAITEMENT DE L'EGALITE FORMELLE 

OEDIPE est constitué d'un ensemble de procédures éxécutant les divers 
algorithmes que nous aurons vu dans les 2 chapitres précédent.Le pré
sent chapitre constitue une vue d'ensemble de ce programme. 
Nous donnerons tout d'abord la syntaxe du langage dans lequel doivent 
être écrits les problèmes pouvant être traités par OEDIPE et les résul
tats qu'il transmet. 
La manière dont les clauses sont codées en mémoire et la grammaire 
context-free du langage d'entrée d'OEDIPE seront explicités dans le 
paragraphe I. 
Les différents algorithmes concernant le traiteme;nt des clauses 
(unifications, copie d'une clause, utilisation d'un dictionnaire àe 
liste de termes terminaux) constitue nt le deuxième paragraphe. 
Nous donnerons ensuite la méthode de déduction (SL resolution) et 
la stratégie ut:.lisée, puis différents exemples de problèmes posés 
par OEDIPE. 

III. 1 SYNTAXE ET CODAGE DES CLAUSES 

Syntaxe de·s clauses utilisées en entrée 

Nous représentoLs en fait une clause par une liste ordonnée de litté
raux plutôt que par un ensemble de littéraux. 
Ces littéraux sent constitués d'un signe suivi d'une formule atomique 
(+ pour affirmation, - pour négation) le signe de conjonction étant 
omis. E est le symbole de l'égalité formelle. 

<clause>::= <liste littéraux>. 

<liste littéraux>::= <littéral> <liste littéraux> I< vide> 

<litté~al> ::= <signe> <formule atomique> 

<formule atomique> : : = <symbole> 1 <symbole> ( < liste termes> ) 1 

E (<termes>, <termes>) 
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< liste termes > : : = < terme > , <Liste termes > 1 < terme > 

<terme> : : = <variable> 1 <symbole> 1 <symbole> ( < liste termes> ) 

<variable> : : = * <caractère> < liste a; n > 

<symbole> : : =<caractère> < liste a. n > 

< liste a. n > : : = < caractère a. n > < liste a. n > 1 < vide > 

< caractère a. n>:: = O 11 ..... 9 1 AI B ..... YI z 

< caractère > : : = < caractère a. n > 1 1 < 1 > 1 

< signe > : : = + 1 -

Un problème est •constitué d'un commentaire, d'une borne fixée quand 
aux niveaux des :-:-iéfutations à chercher, et de deux listes de clauses 
supposées factor.lsées. 

La première list,, (éventuellement vide) doit être consistente. La 
seconde constitw, l'ensemble de support. 

<problème> : : = <commentaire> < borne ni veau> < partie consistente > 

<Emsemble de support> 

~ommer:taire > : : :: <liste de caractères> 

4)orne niveau> : := <nombre positif> 

<Partie consister.te> : : = < liste clauses> FIN 1 < vide> FIN 

~nsemble de support> : : = < liste clauses> FINAX 

Voici un problème: 

PROBLEME DES PSYCHIATRES: 

20 

-PS(* Y) - P(*Y,*Z) + MALADE (* Z) 

+P( *Y, *Y) + MALAD::; (* Y) 

+PS(A) 

FIN 

-MALADE(A) 
FINAX ensemble de support 
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Codage des clauses en mémoire 

Dans toute la suite du chapitre les algorithmes seront exprimés en 
ALGOL-W. En particul.ier la structure des données fera largement appel 
à la notion d'enregistrement disponible dans ·ce langage. 
Rappelons qu'un enregistrement (record) est en fait une suite de mémoi
res contigues pouvant chacune avoir une valeur de type simple dont 
l'adresse (reférence) d'un enregistrement. 

Nous appelerons expressions un terme ou une liste de termes. 
3 types d'enregistrements seront utilisés: 

1 r,ecord ARBRE (integer NOM; référence (ARBRE,VARIABLE)FILS,FRERE); 

2 record VARIABLE(reférence(ARBRE,VARIABLE,SINGLE)ALT; 

référence(ARBRE,VARIABLE)SUIV); 

3 record SDGLE (reférence(VARIABLE)ADRESSE); 

A chaque symbole du langage on associe un nombre entier, son code, 
de manière inj::!ctive, avec les conventions suivantes: 

{ 

si a est différent de B alors: code(a) * code (B) 

Code (a) EN 

En fait nous a.L.lons définir récursivement comment coder une liste 
d'expressions. 
A chaque liste d'expressions on associe une valeur référence de la 
façon suivante: 
Une ~iste d'expression étant définie par: 

<liste d'expression>::=< expression vide>I< expression>,< liste d'expressi 

les règles suivantes doivent être respectées: 

Règle 1. ( valeur référence d'une liste d I expressions) 
La valeur référence d'une liste vide est null. 
La valeur réféPence d 1une liste l=e,1 1 où""""ë"est une expression et l' une 
liste, est l'adresse d'un enregistrement 

f de 

1 de 

type VARIABLE 

type ARBRE si 

si 

e 

e est variable 

n'est pas une variable. 
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La valeur référence del est aussi celle de l'occurence de l'expres
sion e qui est la première de la liste 

Règle 2 : (valeur référence d'une variable) 
La valeur référence de l'occurence d'une variable est l'adresse d'un 
enregistrement de type VARIABLE. 
Parmi toutes des occurences d'une même variable dans une même clause 
l'une d'entre elles est appelée occurence principale. 
Le premier champ (ALT) de l'occurence d'une variable dans une lcause 
est égal à: 

J -null si cette occurence est l'occurence principale 

l -la valeur référence de l'occurence principale de cette varia-

ble, si 1 1 occurence n'est pas principale 

Règle 3: (valeur du dernier champ d'expression ne figurant pas dans une 
liste terminale) 

Pour toute occurence d'une expression e, si e figure comme première 
expression d'une listel (l=e,l') et sil n'est pas une liste termi
nale alors: 

le dernier charrp de 1 1e!lregistrement ayant la valeur référence del 
comme adresse, a pour valeur. la valeur référencE de la liste l 1 • 

Règle 4 (valeur référence d'un terme qui n'est ~as une variable) 

La valeur référence d'un terme e qui n'est pas une variable (par exemplE 
f(l1) où 11 est éventuellement vide) et qui figure comme occurence de 
la pr•~mière expression d I une liste l=e ,1 1 non terminale, est 1 1 adresse 
d'un enregistrement du type ARBRE: 

Le pr,smier champ de cet enregistrement a pour valeur code( f) 
le deuxième champ (fils) a pour valeur la valeur référence de 11 
le dernier champ (frère) a pour valeur la valeur référence del' 

(en accord avec la règle 3) 

Règle 5 (injective des valeurs référence des listes non t~rminales) 

Deux occurences distinctes de deux listes non terminales ont des 
valeurs référen::e distinctes. 
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Règle 6: (dict~onnaire des listes terminales) 

Deux occurences distinctes d'une même liste terminale ont la même 
valeur référence. Si une liste terminale est constituée par l=e,1

1 

alors la valeur référence ad(l) de 1 e5el'adresse d'un enregistrement 
de type ARBRE dont le premier champ a une valeur nég&tive. Cette 
valeur est la clé de la liste 1. 

Si e=f(l1) alors la liste l=f(l1),l' où 11 Et l' sont des listes 
terminales. 

Le second champ (fils) de l'enregistrement dont l'adresse est ad(l) 
a pour valeur :,_' adresse d'un enregistrement de type ARBRE ( code ( f) , 
ad(l1),ad(l' )) 

En outre toutes les listes terminales ayant la même clé sont regrou
pées en liste, un tableau de références permettant d 1 accéder à toutes 
les listes ( diet ionnaire). 
La clé d 1 une 1:_ste terminale est définie récurssivement par: 

Si 1 est vide alors clé(l)=O 

Si l=f(l 1),1 2 alors clé(l)=-~ (code(f),-clé(l1),-clé(l2)) 

où~ est une fpnction ~:N 3 + {n EN tels que 1 ~ n ~ T} où Test 

un nmrbre entiE!r positif qui est la taille du dictionnaire. 

On peut déduir,, de ces règles que deux occurences distinctes de listes 
d'expressions non terminales ont des valeurs références distinctes. 
Par contre des occurences d'une même liste terminale ont toujours la 
même valeur référence 
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Voici quelques exemples de codages de listes d'expressions: 

La liste P(x,y),Q(x,f(x)) sera codée par: 

Q(x,r(x)) - p • Q 
1 

1 . 1 

r 
"' ✓ ' 1, Ç (x) 

• --~ 1 . 
1 

l g. • • 
X \ :f X 

• 
1 . • 

" 

La liste d'expressions P(a,x,f(a,x,y)),R(g(g(x))) sera codée par: 

R • 

X 

a. • f • . 
T 

. g 
' -\..__ ) 

/ 

1 a • ·a • • . g 
X ::f 

·, 

' " . • [c .... 
X 
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Utilisation du dictionnaire des listes terminales: 

soient à coder les listes suivantes 

11=f(x),g(a,b) 

1
2
=f(f(a)),g(a,b) 

13=g(f(a) ,b) ,a 

1,=f( f(a)) ,a 

On obtient le i:.chéma suivant: 

b 1 . 1 

© __ .,,,., 

© 

-2'1 1 . 
;/ 

-~ -
30 

1 \L~J/1'-f---'-----'-l'i--l,.. rll!.,I 
. / 

/ 

-·-·--·--····•·---•~-....--•'''./ 

< 1 ® 
f 1 · / 1 •··➔__) r=---!K)......-----r-. 1 

) 
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la liste n° 1 représente: a 

2 b 

3 g(a,b) 

4 a,b 

5 f(a) 

5 f(f(a)),a 

7 f(a),b 

8 g(f(a),b),a 

9 f(f(a)),g(a,b) 

10 f(x),g(a,b) 

L'intéret d'un tel dictionnaire réside en plusieurs points: 
-les test d'égalité, de non égalité et les procédures d'unifi

cations seront plus rapides 
-Pour des listes terminales utilisées plusieurs fois dans un 

graphe de résolution, la place prise en mémoire est optimisée. 
-La recopie des clauses est plus rapide 

On pourrait être tenté d'utiliser un dicticnnaire pour les listes 
non terminales. Cependant 1 1occurence d'une liste ayant des variables 
est déterminante. Les variables étant en effet quantifiées universel
lement pour chaque clause, 1 1occurence de la liste x,f(x) dans une 
clause Cet 1 1 occurence de x,f(x) dans une autre clause C' ne peuvent 
être représentée,par la même adresse puisqu'une substitution{ x/t} 
appliquée à C ne doitpas intervenir sur C'. 
C'est un des problèmes que nous nous proposons d'étudier dans le futur. 

On peut donc résumer ces quelques principes en disant que pour les 
listes non terminales~ c'est chacune de leurs occurences que nous 
codons en mémoire, tandis que pour les ·listes terminales toutes les 
occurences d'une même liste ont le même codage (c'est à dire valeur 
référence). 
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III.2 ALGORITHMES PRINCIPAUX 

Algorithme d'unification de 2 listes de termes 

Nous allons donner ici la procédure qui procède à l'unification de 
2 listes de termes. 
Donnons tout d'abord une idée de la façon dont on procède pour créer 
une instantiation .. 

Soit une occurence de la liste l=x,f(x,a) et une occurence du terme 
t=f(a,y), occurence figurant dans une certaine liste. 

l'occurence de la liste 1 sera représentée par la schéma ci-dessous 
ainsi que le terme t 

0ccv1-e11ce ôc. !: 

-/ 

1~~1 .{ -----

1 -~L_:_.J 
:I 

Alors 1 1 instance 1.0' avec cr={x/t} sera représentée par: 

l 
_,J 

:J 
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Evidemment toutes les occurences de x dans l.a clause où figure 1 
sont de ce fait substituéespuisque toutes référent à l'occurence 
principale de x qui elle-même pointe vers le terme qui la remplace. 
Il ne reste plus alors qu'à recopier la clause ainsi obtenue, en 
remplaçant chaque occurence de x part. 
Voici donc l'algorithme d'unification basé sur ce principe. 
C'est une fonction ayant comme arguments les valeurs référence de 
2 listes à unifier. 
Son évaluation donne true si ces 2 listes sont inifiables, false 
sinon~ En out1"e après l'appel d'une telle fonction, des substitut ions 
telles que nous venons de les décrire subsistent. Si l'on recopie 
alors une de c1:!S deux listes ainsi unifiées on obtient 1 1 instance 
commune la pluG générale. 

Logical procednre UNIFIE (référence(ARBRE,VARIABLE) value X,Y); 

begin 
pioocedure OCCUR( réféi"ence(ARBRE, VARAIBLE)value X, Y); 

comment teste si la variable X a une occurence dans la liste y 
et si oui stoppe l'unification; 
while ï TERMINAL (y) do 
begin 

reférence (ARBRE,VARIABLE) Y!; 
Y,l: =REPRISE(Y) 
if YI 7=X then 
te'gir. 

if Y1is ARBRE then OCCUR(X,FILS(Y1)); 
Y:= AVFRERE (Y_)_ 

end 
else goto 

end OCCUR_;_ 
FINUNIFIE 

logical TEST; référence (ARBRE,VARIABLE) FX,FY; 
TEST:=false; 
Boucle: 
if TERMINAL (X) and TERMINAL(Y) then TEST:=(X=Y) 
else 
bègin 

FX:=REPRISE(X); FY:=REPRISE(Y); 
if FX ,=FY then 
te'gin 

if ( FX = null) oio ( FY=null) then goto FINUNIFIE; 
if FX isVARIABLE thërï' 
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end; 
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begin 
if FY is ARBRE then OCCUR(FX,FILS(FY)); 
ALT(FX):=FY; POINTEUR: =POINTEUR+l; DICVAR(POINTEUR): =FX 

end 
else 
if FY is VARIABLE then 
be'gin 

OCCUR(FY,FILS(FX)); 
ALT(fY): =FX; POINTEUR: =POINTEUR+l ;DICVAR(POINTEUR): =FY 

end 
el.se 
if(lÎOH(FX) --i~NOM(FY)) ~ 7(UNIFIE(FILS(FX) ,FILS(FY))) then goto 

FINUNIFIE 

X:AVFRERE(X); Y:=AVFRERE(Y); 
_!?;Ot~ BOllCLE 

end 
FINUNIFIE: 
TEST 

end UNIFIE; 

Dans cette pr•océdure DICVAR est le tableau des adresses des variables 
ayant été modifiées lors des subsistutions effectuées (POINTEUR est 
initialisé à O au départ, et est le numéro de la dernière variable 
modifiée) 
TERMINAL est ur.e fonction permettant de tester si une liste est ter
minale en testant le nom de l'arbre à qui il réfère (négatif ou posi
tif suivant le cas). 

logical pioocedure TERMINAL (référence(ARBRE,VARIAÉLE) value X); 

(X=null) or ((X is ARBRE) and (NOM(X) < O)); 

REPRISE permet de trouver quel est le teiome paio lequel a été substitué 
une vaioiable ou de sélecter l'adresse du leio élément d'une liste teio
minale. 
référence (ARBRE,VARIABLE) proceduioe REPRISE (ioéféioence(ARBRE,VARAIBLE)valueX); 
begin 
~ile(X is VARIABLE ) and (ALT(X)-, = null) and 7(ALT(X) is SINGLE)do X:=ALT( 

if (X isARBRE) and (NOM(X) < 0) then FILS(Xlelse X 
endREPRISE; --
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Enfin AVFRERE.donne le terme suivant d'un terme d'une liste: 

référence (ARBRE,VARIABLE) procédure AVFRERE (référence (ARBRE,VARAIBLE)valueX); 
if Xis VARIABLE then SUIV(X) else 
if NOM(X) < 0 then FRERE (FILS(X)) else FRERE(X); 

Une fois deux listes unifiées il reste à faire le copie de leur instance 
commune la plus générale (si ·bien sûr elles sont unifiables) 

Algorithmes de copie d'une liste d'expressions 

Cette procedure est une fonction ayant une liste (où les variables ont pu 
éventuellement être substituées par des termes) comme argument et donnant 
comme résultat de son évaluation l'adresse d'une liste identique,où 
les variables ont cependant été recopiées. · 
En outre dès qu'elle trouve une liste terminale non encore crée elle 
cherche dans le dictionnaire des listes terminales si cette liste y 
figure et si non l'y ajoute. C'est la procédure RECHERCHE qui effectue 
ce travail (nous le .verrons plus loin). Dès qu'une nouvelle variable 
est recopiée on note l'adresse de sa recopie dans un enregistrement 
du type SINGLE, le champ ALT de la variable copiéè piontant vers cet 
enregistrement. 

référence (ARBRE,VARIABLE) procédure COPIELIT(référence (ARBRE,VARIABLE)valueX); 

begin 
reference(ARBRE,VARIABLE) RECOP; 
if TERMINAL(X) then RECOP:=X 
else 
begin 

reference(ARBRE,VARIABLE)X X :=AVFRERE(X); X:=REPRISE(X); 
If X is VARIABLE then 
begin-

if ALT(X)=null then 
begin ----

RECOP:=VARIABLE(null,null);ALT(X):=SINGLE(RECOP); 
POINTEUR:=POINTEUR+l; DICVAR(POINTEUR):=X; 
SUIV(RECOP):= COPIELIT(X) 

end 
else. RECOP:=VARIABLE(ADRESSE(ALT(X)),COPIELIT(X )) 

end 
ëise 
RECOP:=RECHERCHE(NOM(X),COPIELIT(FILS(X)),COPIELIT(X )) 

end; 
RECOP 

end COPIELIT; 
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Une fois les unifications et les recopies terminées il ne reste quà 
restituer aux variables modifiées leur état initial (c'est à dire re
mettre à null leurs champs ALT) 

procedure MISANULL; 
while POINTEUR -, =O do 
begin 

ALT(DICVAR(POINTEUR)):=null; POINTEUR:=POINTEUR-1 
end; 

Algorithme de recherche dans le dictionnaire les listes terminales 

La procédure RECHERCHE est une fonction ayant comme argument unesymbole 
fonctionnel f, et deux références vers des listes 11 et 12. 
Elle va alors créer la liste: 

l=f(l1),l2 où l1et 12 sont éventuellement vides. 

Si 11 et 12 sont des listes terminales alors RECHERCHE va créer éven
tuellement dans le dictionnaire des listes terminales la liste 1 
(si elle n'y est déjà pas) et donnera comme résultat l'adresse de cette 
liste. 
Par contre si 11 et 12 n'est pas terminale RECHERCHE crée un enregistre
ment de type ARBRE ayant f comme NOM, les valeurs référence de 11 et 12 
comme FILS et FRERE. Il donne alors comme résultat l'adresse de l'arbre ,, 
cree. 

référence(ARBRE) procédure RECHERCHE(integer FONC; reference(ARBFC:. 

begin 
reference(ARBRE)Z; 
if TERMIN~L (X) and TERMINAL (y) then 
ÏÏegin -- ---

VARIABLE)valueX,Y) 

integer· CLEX.. ,CLEY , CLE; reference(ARBRE )ZZ; 
CLEX :=if x=null then O else-NOM(X); 

end 

CLEY. a=if Y=null then O else-NOM( Y); 
CLE:=PHÏÎFONC,CLEX,CLEY)_; __ 
Z:=DICTIONNAIRE (CLE); 
while Z,=null do 
begin -- -

ZZ:=FILS(Z); 
if (N011(ZZ)=FONC) and (FILS(ZZ)=X) and (FRERE(ZZ)=Y) then goto FIN; 
Z:FRERE(Z) - - -- --

end; 
Z: =DICTIOl/NAIRE(CLE): =ARBRE( -CLE ,ARBRE(FONC ,X, Y), (DICTIONNAIRE( CLE)); 

else Z:=ARBRE(FONC,X,Y); 
FIN: 
z 

end RECHERCHE; 
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PHI est une fonction permettant le clacul des clés récursivement comme 
nous l'avons vu au paragraphe III.1. 
Ces quelques procédures de bases permettant de construire les algorithmes 
de stratégie et de déduction utilisées dans OEDIPE. 

III.3 STRATEGIE ET METHODE DE DEDUCTION UTILISEES PAR OEDIPE 

La méthode de déduction que nous avons choisie d'implémenter, aprés 
plusieurs essais, est la S-L résolution (chapitre. I.5), Cette méthode 
a l'avantage de minimiser le nombre de déductions possibles à·partir 
d.1 un .ensemble de clauses S, d'être linéaire, de générer des preuves de 
niveau minimal et enfin de se prêter à l'utilisation des straté•gies 
diagonales. L'ensemble des clauses de départ est supposé factorisé. 

S-L.déductions 

Rappelons qu'une S-L déduction est une suite de "pseudo-clauses" 
constituées de A et de B littéraux (les A littéraux ét~nt en quelque 
sorte des ancêtres), 

Soit ~=(C1,C2,••·••Cn) une telle déduction: 

C1 est une "chaîne" de l'ensemble de support. 

C. 1 est obtenu à partir de C. par réduction, expansion avec une clause J-+ , • l d entree, ou tronquation. 
L'opération quelle qu'elle soit est suivie d'une "contraction" sur les 
littéraux égalitaires etd 1 un test pour vérifier si ce n'est pas une 
i-tautologie. 
Le niveau d'une telle déduction est le nombre de réductions et d'expansions 
effectuées. 

-Lorsque Ci+l est obtenue par réduction on a alors le schéma suivant: 

Tout B-littéral de Ci+l admet un "ancêtre" dans Ci et tout B-littéral de 

C. sauf Lk admet un descendant dans C. 
1

• 
l l+ 
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-Lorsque C. 1 est obtenu par expansion, le littéral sélecté étant le 1+ 

plus à gauche, avec une clause d'entrée C le schéma est le suivant: 

I:_1 L2 • • • • • • • ~ •••••• 

Tout B-littéral de C
1
., sauf L1, admet un descendant dans C. 

1
. 

. 1+ 

Tout B-littéral de Ci+l' sauf les nouveaux, admet un ancêtre dans Ci. 

-Lorsque C. 1 est obtenu par tronquation on a alors: 
1+ 

Ci: J9jLzl (g ... !Lkl Lk+l .... Ln 

On peut faire les remarques suivantes: 

1) Les B-littéraux réductibles figurent mécessairement dans la partie 
des B-littéraux les plus à gauche. 
2) Les B-littéraux non réductibles admettent nécessairement un ancêtre. 
3) Un B-littéral non réductible ne peut avoir de descendant réductible. 

Coût et heuristique 

On définit ie coût d'une dérivation comme étant la somme des expansions 
et des réductions effectuées. Nous le noterons g. 
D'autre part nous assimilerons une dérivations à la clause qu'elle dérive 
(en remarquant··bien sûr que deux clauses identiques peuvent être générées 
par des dérivations distinctes et donc ne doivent pas être confondues). 

L'heuristique h d'une clause doit être une estimation minimale de la 
distance de la solution passant par cette clause. Il faut pouvoir bien 
sûr être capable de la calculer avant de générer cette clause. C'est 
en fait par l'intermédiaire de son ancêtre immédiat que nous évalu-
erons l'heuristique d'une clause. 

On définit donc le poids d'un littéral de la façon suivante (l(C) dési
gnant. la longueur d'une clause): 
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DEFINITION III,3,1 
Soit L un B-littéral d'une pseudo clause C, 

Soit RL={C' ,C' chaine d'entrée,C'résolvable avec C,L étant le 
littéral résolu} 

On définit le poids de L par: 

P(L) = i + '?" si RL = <P 

!min{l(C'),C' € R1 } si RL * </> 

On a alors P(L) ~ 1, 

Etant donné une clause C de niveau n,chaque B-littéral L de C augmente le 
niveau probable de réfutations passant par C de 1 si Lest déductible et 
de P(L) si L n'est pas réductible, 
Mais un tel calcul ne peut être fait qu'une fois C connu. On est donc 
amené à faire ces calculs sur l'ancêtre immédiat de C. 

DEFINITION III.3.2 : heuristique 
Soit L un B-littéral d'une clause C. 

Si g(C)=O (C clause de départ) h(L)=P(L) 

Si g(C) .,_ 1 h(L)= Jl si Lest réductible dans C 
/P(L') sinon (L'ancêtre immédia 

de L) 

L'heurisqique d'une clause est alors h(C)= L 
LB-litt 
de C 

P(L) 

Cette définition est bien valide car tout B-littéral non réductible admet 
un ancêtre si la clause où il figure n'est pas une clause de départ. 
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REMARQUE III.3.1 
Soit L un B-littéral d'une clause et L' un ancêtre de L. 
On a alors: 

(1) P(L') ~ P(L) 

(2) h(L 1 ) 

"' 
h(L) ~ P(L) 

-La remarque (1) vient du fait que L=L'cr donc RL c:: RL' donc P(L) ~ P(L') 

-La remarque (2) peut se démontrer de la façon suivante: 

h(L) ~ P(L') puisque suivant les cas h(L)=l ou P(L'). Donc d'aprés (1) 
on a h(L) ~ P(L') ~ P(L) 
D'autre part si Lest réductible alors L' aussi donc dans ce cas 
h(L)=h(L' )=1 
Dans l'autre cas h(L)=P(L') ~ h(L') 

PROPOSITION III.3.1 
La fonction f=g+h est une fonction croissante, i-e que: 

C' ,;, C => f(C') .;; f(C) 

Soit C' l'ancêtre immédiat de C: 

-Si C est obtenue à partir de C' par réduction sur le littéral L'o alors 
C=(C'-{L}) cr donc 

h(C' )=L~;;:C' - h(L') + 
L'* L'o 
L' B-litt 

h(L'o)=L<L'o 
L'E C' 
L' Blitt 

h(L')+l < ~ 
L T-iTt:t 
L E C 

or g(C)=g(C' )+1 donc g(C)+h(C)=g(C' )+l+h(C) p g(C' )+h(C') 

h(L)+l=h(C)+l 

-Si C est obtenu par une expansion de C' sur une clause Co d'entrée, L 1 
0 

étant le littéral résolu dans C', on a alors: 

P(L'o) < l(Co) puisque Co E RL'o 

donc h(C' )=L{iJ- litt h(L' )+h(L' o) ~ 
L'* L' 
L'E C' 

ç·Blitth(L')+l(Co) ~ 
L' E C' 
L' * L'o 

LEC h(L)+ L 
LEC h(L)+l ~ h(C)+t 

L Blitt 
Lavec anc 

L sans ·anc 
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et comme g(C)=g(C')+l on a bien f(C') ~ f(C) 

REMARQUE IIL3. 2 
La fonction coût g est croissante. 
Le mérite associé à f eth est o -fini 
La condition (1) du théorème I.6.2 est bien vérifiée. 

-Le mérite est ô-fini puisque f est une fonction à valeurs entière 
croissante et que le nombre de clauses de départ est fini. 
-La condition (1) du théorème I.6,2 peut se démontrer de la façon 
suivante: 

soient C un emcêtre d'une clause C* vide: C ~ C* 

on a alors g(C)+h(C)=f(C),:; f(C*). Or f(C*)=g(C*)+h(C*)=g(C*) 

Donc g(C)+h(C) ~ g(C*) 

On peut donc affirmer que toute stratégie de diagonale montante pour h 
est admissible, donc que l'on est assuré d'obtenir une solution de coût 
minimal s'il en existe. 

Stratégie ,: 

Le problème est de géné1°er, à chaque étape, des clauses qui soient de 
meilleures heuristiques parmi tous les candidats. 
Pour celà on associe, dans le codage des clauses, à chaque littéral 
d'une clause, son poids. En outre une fois un littéral sélecté dans une 
clause on garde la liste des clauses d'entrée susceptible de se résou
dre avec C~ le littéral sélecté étant celui qu'on résoud. 
Cette liste et le poids de la clause sont dynamiques: 

-tant qu'un littéral est réductible dans une clause et qu'il n'a pas 
encore été réduit de toutes les façons on lui attache un poids 1 
-lorsqu'il a été réduit de toutes les façons on lui attache le poids 
tel qu'il est défini en III.3.1 
-En ce qui concerne le littéral sélecté L d'une clause C, on considère 
la liste (dynamique) RL des clauses d'entrée susceptibles de se résou
dre avec C mais qui ne l'ont pas encore été. 
Le poids de Lest alors la longueur minimum de.ces clauses;(+ si 
cette liste est vide, auquel cas la clause est supprimée). 
Le poids d'une clause est alors la somme des poids de ses B-littéraux. 
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REMARQUE III. 3. 3 
Si P(C) est le poids d'une lause Cà un moment donné de la procé

dure utilisée, l'heuristique le plus petite des descendants immé
diats de C est 

P( C) - 1 

La stratégie I employée par OEDIPE est alors une stratégie de diagonale 
montante. 
Chaque clause est rangée dans un tableau SIGMA à double entrée, le pre
mier indice donnant le niveau g, le second le poids P. 
Chaque élément du tableau a pour valeur une liste de clause. 

On parcours alors les diagonales g+P=Constante de façon croissante, 
chaque diagonale étant parcourue de bas en haut. (P croissant) 
Supposons que (go,Po) soit le mérite étudié: 
SIGMA (go,Po) a pour valeur la liste de toutes les clauses qui ont pour 
descendant immédiat des clauses de coût go+l et l'heuristique P0-1. 

Pour chacune des clauses C de SIGMA (go,Po) on génère alors leurs descen
dants de meilleur mérite, ceci récursivement tant qu'on reste sur la 
diagonale Po+Fo=g+P. 

Une fois ces descendants générés on modifie éventuèllement la liste des 
clauses d'entrée susceptibles de se résoudre avec Cet on calcule le 
nouveau poids de C en remplaçant C éventuellement dans le tableau 
SIGMA sur une diagonale supérieure. 
On est alors assuré d'avoir une stratégie compatible avec associé à 
g et h. 

Remarque: 
Lorsqu'on génère les descendants immédiats d'une clause Con 

commence par générer les réductions sril en existe. Sinon on choisit 
dans RL (L littéral sélecté de C) les clauses de longueur minimales 
qu'on résoud avec C sur L. · 
Une fois ces générations effectuées on modifie RL en conséquence et 
replace C s'il y a lieu. 

Voici les schémas des procédures utilisées par la stratégie I 

.générer (C): génère à partir .d'une clause C, une réduction ou une 
expansion de meilleur mérite en appelant l'une des 
deux procédures réduction ou expansion. 
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réduction (L,C): génère à partir d'une clause C toutes les réductions 
possibles sur le littéral LEC. Une fois les réduc
tions faites C est replacé dans SIGMA. 

expansion (C) génère les expansions de C avec les clauses les plus 
petites de RL (L littéral sélecté de C) et replace C 
dans SIGMA. 

tronquation (C,DIAG): Cette procédure est appelée pour chaque clause C 
nouvellement créée. Elle traite les parties éga
litaires,les tests de minimalité (tautologie etc. 
et aprés tronquation éventuelle sélecte un littér, 
Elle apelle éventuellement générer (C) si la dia
gonale ou l'on remplace C est DIAG. 

Nous allons maintenant terminer ce chapitre en donnant un exemple de 
traitement de problème par OEDIPE. 

IV EXEMPLE D'UN PROBLEME TRAITE PAR OEDIPE 

Le listing que nous allons présenter est celui d'une ancienne version 
de OEDIPE dans laquelle le traitement de l'égalité formelle n'était 
pas inclus. Les annotations montrerons les modifications qu'apportent 
l'utilisation de littéraux égalitaires en appliquant le théorème II.4.1 
Les littéraux égalitaires supprimés par contraction seront soulignés. 

Nous donnerons deux exemples de problèmes portant sur la théorie des 
nombres entiers. Les axiomes utilisés ne sont bien sûr que partiels 
et ne permettent pas de définir toute l'axiomatique des nombres entiers 
Ce sont, à proprement parler, plutôt des lemmes que des axiomes. 

Premier exemple 

Il s'agit de démontrer à partfr du théorème d'Euclide que si A,B et C 
sont trois nombres entiers alors si A est premier et si A=B2 /C 2 alors 
A divise B. 

Les prédicats utilisés sont D(x,y),P(x),M(x,y,z) et le symbole fonc
tionnel S désigne le carré d'un nombre entier. 
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P(x) sera interprété par x est premier 
D(x,y) Il Il Il x divise y. 
M(x,y,z) Il Il Il z=x.y. 
S(x) Il Il Il x2 

Les axiorr,es généraux sont les suivants: 

(définition de x 2
) 

x.y=y.x (commutativité de la multiplication) 

Tout facteur d'un produit divise ce produit. 

( clause n° 5) 

(clause n°6) 

Si un nombre premier divise un produit de facteurs il divise au 
moins l'un des facteurs (Théorème d'Euclide). (clauses n°T et 8) 

Le problème est alors de montrer que: 

VA YB VC (A premier et A=B2/ C2 ) => (A divise B) 

La négati•)n de cette formule donne sous fol'.'me clausale l'ensemble des 
clauses 1,2 et 3. 

L' ensernbl,e de support sera constitué de la clause n°1. 

Deuxième exemple 

Le deuxième exemple consiste à montrer que tout nombre plus grand que J. 
a un diviGeur premier. 
On utilis{~ pour celà un raisonnement par réccurence et le théorème que 
l'on demande de démontrer est un pas de ce raisonnement par réccurence: 
on suppose la propriété vraie pour.les nombres compris entre 1 et a, 
a donné quelconque, et on démontre qu'elle l'est aussi pour a. 

Les prédicats utilisés sont P(x) ,D(x,y) ,L(x,y) et les symboles fonc
tionnels r et G. Pet D sont interprétés comme précédemment, L(x,y) 
sera inter•prété par x < y. 

Les axiomE"s généraux sont les suivants: 

Vx x divise x. 

Vx Vy Vz six divise y et si y divisez alors x divise z.(clause n°3) 

Vx x non premier =>3y 1 <y <x tel que y divise x (clause n°4,5,6 où 

Gest une fonction de Skolem) 
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Le théorème à démontrer est le suivant: 

Va > 1 (V x - 1 <x <a -,,--3y tel que y divise x et y est premier) 

=> 3z tel que z premier et z divise a 

La négation de cette formule donne sous forme clausale les clauses 
7,8, et 1 où A et F sont deux fonctions de Skolem. 

L'ensemble de support est constitué de la clause 1 
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NIVEAU -1 

NI VEAU -1 

NIVEAU -1 

NIVEAU -1 

NIVEAU -1 

NI Vl::AU -1 

7 
-1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

+Pl Al 

+MIA,SICl,S(Bll 

+Ml*R,*R,Sl*Rl) 
+M ( *R, * S, *Tl -M ( * S 1 * R, -' Tl 'l'E(• R,i'S)tE'(F(.;s,..-r), f(~R, s(,..Rl)) 

+Dl*R,*Sl-Ml*R,*T,*Sl 

+Dt*R,*Sl+Dl*R,*Tl-D{*R,*Ul-M{*T,*S,*Ul-Pl*RI 
+ E(•S,-t'T) + ~(•s,*") +t(~T,« u)t t(°F(•R,i<U) 1 F (A 1e,)) 

8 -Pl*Rl-M(*S,*S,*T)-D(*R,*Tl+D(*R,*Sl 
*****************************"******************* 
.. +E(.ts,,n) + e:( F (~", •T), F(~, e,)) 

~ Adivise 8 



OEMONSTRAîlON******* 

DE 1 et 8 
l 

9: -P(A)-M4B,B,*R)-D(A,*RI /-Dl A, B 1/ +E(fl,19R) 
H(F(R,,~), F(l'I, e,>) 

DE 9 et 2 
2 

10 : -M(B,B,*R)-O{A,*R) /- D ( A , B l / t E (e.,t R) 
t E'(~i<,&) 

DE 10 et 4 
3 

11 -DIA,SIBll 1-01 A,Bl / +E'(e.,s(e)) ~E'(sce.),e.) 

DE ll el; 
4 

54 

DE 54 et; 

5 
55 

'NO D EXPANSIONS 36 
NO DE REDUCTIONS 12 

6 

-MIA,*R,SIBII 

3 

0 

NO DE CLAUSES RETENUES 39 
. NO DE CLAUSES AUX LI TT TROP LONGS l 
NO DE CLAUSES SUPPRIMEES PAR SUBS 0 

018.62 SECONDS IN EXECUTION 

/-DiA,S(B)l/ 

le no,.bre d 1u~•nsionS es~ 30 

le no .. bre oit réd..,c.1-ion• est '11 

/-D(A,Blf 
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*************** AXIOMES**************************** 

NIV 0 1 -Dl*R,A}-P!*Rl 
******************** ********* ****~'** ****** 
NIV -1 2 +Ol*R,*R} 
Ni V -1 3 +D( *R, •s l-01 *T ,*S )-Dt *R, *T hE(nR,ilS),-r(••·•T)+t(~T,, S) 
NIV -1 4 +D(Gl*R),*RJ+Pl*R) 
NIV -1 5 +Lll,G{ORJl+Pl*Rl 
NIV -1 6 +L!Gl*Rl,*Rl+Pl*RI 
NIV -1 7 +LI 1,Al 
NIV -l 8 +P(f(*Rll-L(*R,Al-L(l,*Rl 
NIV -l 9 +DIFl*R),*Rl-Ll*R,Al-Lll,*Rl 
************************************************* 

Tovî- ,., ..... bre > -,1. Œ. un div i sieur- premier 



'EXP 
NIV 

1 

f,'<r 10 
tHV 2 

! EXP 11 
NlV 3 

EXP 13 
1 tHV 4 

~· 

JY 
5 

86 
6 

135 
7 

136 
8 

183 
y 

184 
10 

185 
11 

lô6 

6 

8 

1 

3 

4 

9 

5 

Il +LiG,AJ,AJ //-P(~;// 

13 ~ P ! f f G ( A li )- L ( 1, G i Ai ) / / -1-l I G ( Al , Al -P ( Al// 

:2>9 -D(F(GIAll,Al //+PIFIG(Alll// 
-l(l,G(All //+L[G(Al,Al-P(Al// 

66 

1:2>5 

l'.:>6 

l 83 

184 

lll5 

lù6 

-Dl*k,Al-DlFlG(A)l,*Kl //-D(F(G(AlJ,Al+P(f(G(All 
-Lll,G(Al l //+L(G!Al,Al-P{Al// tE(fCc,C,1),!1) +E(•a.,A) 

-;,E(F(,s(A)), ~R) 

+P{Al //-ü(GlAl,Al// 
-DIFIG(A)l,G(All //-DlFlG{All,Al+PIFlGIAJll// 
-Lll,GIA) l //+L{G(Al,Al-P(Al// +E(G,lAl,A)+E(F(C..(t,li,G,l".2'. 

-O(FIGIAll,G!All //-DIF(G(A)l,Al+P{F(G!Alll// 
-l!l,G(All //+LIG(Al,Al-PIAI// 

-LIGIAJ,Al-Lll,GlAJl //-O(FlGIAll,G(All-DIF(G!Al 
-Lll,GIA)l //+L(G(Al,Al-P(Al// .-I?('i'(~/•il),7 

-Ul,G(All 
-Lil,G(A)l 

-Ll l,GIAl l 

//-D!F(GlAll,GlAll-D(FIGIAll,Al+P(F(G 
//+L!G(Al ,Al-PIA!// 

//+LlGCAl,Al-PCAI// 

+PIA) //-LCl,G[All+LlG(Al,Al-P(AI// 

12 liJ7 
*****C.Q.F.ü. *****'' 
. D EXPANSIONS 159 

··• .. ,}DE REOUCTiüt\lS 46 
:,i/.DE CLAUSES RETENUE;, 113 
{~' DE CLAUSES AUX LITT TROP LùNGS 27 
,jDE: CLAUSES SUPPRIMtE::. PAR SUSS 0 

01<.~W. 

,1°i,~.~-86 SEcu,~o;:; IN EX ELUT ION 
;{1':€l, · 
y·'-1;W· 

c 1',.,,r1.; cle I' i:, .. l;h{ ~-•M~lle 

~<!>rnbre d'O)l~fl.t-ionS -1 ~~ 
notv.bre. de re.dvct'Î.,r,1 4~ 

!'ll)V,', br<.".. &e ~{ao,t:CS 1-'e.r~f'Hlf.$ 9f 
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CONCLUSION 

On peut maintenant voir quels sont les avantages mais aussi les limites 
de l'emploi de l'égalité formelle. Un des principaux atouts est que 
son emploi: est très simple et son traitement relativement efficace. 
Par contre il nécessite un certain nombre de précautions à prendre 
quand à l'interprétation que l'on peut donner aux axiomes qui définis
sent ce prédicat. 
Notre recherche future sera donc d'essayer de dégager les mécanismes 
inhérents au traitement de ces axiomes et de généraliser ce traitement 
pour des classes plus larges de prédicats. 

Une autre voie, beaucoup plus ambitieuse, est d'essayer de généraliser 
le formalisme clausal en introduisant par exemple le concept de graphe 
de clauses. Ceci permettrait entre autre de considérer la logique du 
1er ordre comme un langage de programmation permettant d'écrire des 
programmes non déterministes. Ce lien entre les langages algorithmiques 
et la logique du 1er ordre a déjà été la source de création de langages 
de programmation comme LISP par exemple mais n'a pas encore donné 
naissance à un langage qui regrouperait l'efficacité de la programmation 
et la puissance de la logique. 

Nous pensons donc que c'est une des voies les plus interessantes à 
l'heure actuelle dans le domaine de la démonstration automatique. 
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