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INTRODUCTION

Depuis 1l'article publié en 1965 par J.A ROBINSON (ROBINSON-1)
sur une méthode nouvelle, dite "resolution" particuliérement efficace, la
démonstration automatique n'a cessé de se développer. De nouveaux raffi-
nements ont &té créés puis implémentés sur ordinateur. Certains théorémes
ouverts ont méme démontrés par des programmes de démonstration automa-
tique (ALLEN et LUCKHAM- 1).

I1 Faut noter cependant gue parmi de nombreux problémes qui
restent encore posés dans ce domaine, figure celui du traitement de
1'égalité. Clest en effet un outil particuliérement puissant mais qui
n'a pas encore, malgré la paramodulation (Robinson et Wos-1), été
résolu de maniére satisfaisante.

' Nous avons &été amené 3 modifier 1l'axiomatique de ce prédicat
de fagon 3 rendre plus efficace son traitement et c'est en fait un
prédicat différent: 1'égalité formelle que nous &tudierons.

La terminologie et les théorémes de base de la démonstration
automatique seront &tudiés dans le premier chapitre. Nous parlerons
entre autre des Motions de clauses, d'interprétations et de substitution.
Le théoréme de Herbrand, clef de volite de toute la démonstration auto-
matique servira de base au théoréme de resclution de Robinson. Nous
parlerons enfin de la notion de stratégie introduite par Kowalski
(KOWALSKI-2).

Le second chapitre sera consacré exclusivement a 1'égalité formelle.
Nous donnerons les axiomes de ce prédicat et la notion d'interprétation
injective qui servira de base 3 tous les th&orémes qui’ suivront. Nous
montrerons en particulier gue pour toute méthode compléte et "généralisable"
(ce qui correspond au "lifting" de la littérature anglo-saxone) on peut
trouver une méthode associée dans laquelle est inclu le traitement
automatique des axicmes de 1'égalité formelle. Plusieurs exemples d'utili-
sation de 1'égalité formelle donneront une idée des avantages qu'il fournit
aux démonstrateurs automatiques.

Le dernier chapitre enfin traitera plus spécialement de 1'implé-
mentation des méthodes décrites précedemment, sur ordinateur.
' Le langage que nous utilisons pour décrire les algorithmes est
Algol-W. Ce langage a été choisi pour les possibilités qu'il offre
dans le maniement de données formelles comme les chaines, les listes ou
les arbres et pour la simplicité et 1'efficacité de ses procédures
d'entrée-sortie. Le langage est & peu de choses prés une extension
d'Algol 60. Notons &également que le compilateur dont nous disposions &tait
particulidrement efficace tant a 1l'é&xécution qu' d la compilation.

Nous décrirons la fagon dont nous codons les clauses (formules)
en mémoire ainsi que les algorithmes d'unification, de copie et
d'utilisation d'un dictionnaire de liste d'arbres.




La syntaxe du langage dans lequel doit etre decrit un probléme
posé au programme OEDIPE ol sont réunis ces différents algorihmes,
les paramétres 3 fournir en ce qui concerne la stratégie ainsi que
la syntaxe des r3ponses seront explicités.

Deux exempl:s détaillés seront donnés dans ce dernier chapitre.

Une bibliog-aphie serz donnée en appendice.




CHAPITRE I

NOTIONS GENERALES SUR LA DEMONSTRATION AUTOMATIQUE

L'objet fondamental de la démonstration automatique est de trouver
un algorithme -général qui, pour un ensemble A quelconque de formules de
la logique du ler ordre, et pour une formule quelconque T donne comme
résultat oui ou non suivant que B est déductible de A ou nomn.

Les logiciens ont montré que ce probléme, pour les théories du
ler ordre, est indécidable, i-e que l'algorithme général n'existé pas.
Grace au théoréme de Herbrand, cn montre cependant qu'il existe un algo-
rithme dit de semi-décision gqui résoud le probléme suivant: pour tout
ensemble de formule A, et pour toute formule B, si B est un théoréme
déductible de A, alors l'algorithme s'arréte au bout d'un nombre- fini
d'itérations et donne comme résultat une démonstration du théoréme. Dans
le cas contraire l'algorithme peut boucler et ne jamais s'arréter.

Nous allons tout d'abord donner quelques rappels de logique sur
les notions fondamentales 3 la démonstration automatique.

I.1. RAPPELS DE LOGIQUE

Démontrer qu'un ensemble de formules {F1,.....,Fn} du ler ordre
entraine logiquement une formule B est &quivalent 3 montrer que la
con]onctlon F, et Fp eto.Fn et non B est 1nsatlsfa15able c'lest 3 dire
qu'il n'existe aucune 1nterpretatlon qui la satisfait.

Tout les algorithmes utilisés en démonstration automatique testent
en fzit 1l'insatisfabilité d'une formule. On a cependant besoin d'écrire
cette formule sous formule "eclausale" que nous allons expliciter.

Toute formule est équivalente & une formule normale prénexe conjonc-
tive, c'est 3 dire une formule de la forme PF ol P est une suite de quan-

‘tificateurs et F est une conjonction de formules qui sont elies mémes

des disjonctions de littéraux. On dit alors que P est le préfixe et Q la
matrice de la formule.
Exemple

o VxVyHzVu P(x,y) et (Q(y,z,u) ou P(a,b)) et non R(z)
ici . -— .
VYxvy3zVu est le préfixe P(x,y) Q(y,z,u) P(a,b) R(z) sont les

littéraux.

On montre alors que l'on peut &liminer tous les quantificateurs

existentiels d'une telle formule par l'introduction deshouveaux symboles
fonctionnels dits "fonctions de Skdlem".
L'algorithme est le suivant:




soit

(1) ¥Kievanaans V>%132 Po F une formule sous forme normale prénexe
conjonctive

ol .

Vxl.-..w-V?%IHZPOESt le préfixe, F la matrice. Supposons en outre que

Yx; .......Vxn ne contienne aucune occurence du symbole 3 . Alors
la formule (1) est équivalente 3 la suivante:
(2) V)q,......“vxn Py F(zl F(x1 ,......xn)) ol f est un nouveau

symbole fonctionnel d'ordre n n'apparaissant pas dans F et ol F(zlf(xl,...,xn))

'désigne la formule obtenue & partir de F en remplacant chaque occurence de .z
dans F par f(x1,....,x )

En itérant le processus pour tous 1les symboles existentiels du pré-
fixe on obtient donc une formule &quivalente, ol n'apparait plus de symbole
existentiel.

Bxgmple :

oit ,
(1) YxgVz (P(x) ou Q(y)) et non R(y,2z)

a_.”skolemis'ation" de cetie formule donne:
(2) ¥x Va (P(X) ou Q(E(x))) et non R(E(x),z)

: Une fois obtenue.cette formule peut &tre remplacée par une formule
equlvalente en distribuant les quantificateurs universels sur les et puisque
'x(F et G) est &quivalente 3 (vx F) et (yx G)

On arrive ainsi 3 une formule sous Fforme clausale c'est a dlre une

conjonctlon de formules qui sont elles-mémes des dijonctions de lltteraux,
quantifiées universellement.

Voici un exemple de théordme & démontrer que l'cn exprime sous forme
clausale.

On suppose que les psychiatres ne psychanalysent que des malades et

que guiconque ne se psychanalyse pas lui-méme est malade. Montrer alors que
tous les psychiatres sont malades.

: Nous utiliserons 3 prédicats pour formaliser ce probléme en une
theorle du ler ordre: '

Ps(x) qu'on interprétera par x est psychiatre.

P(x,y) " n " x psychanalyse y.
Malade(x) ™ n " x est malade.



Le probléme est de montrer que
(1) vx (Ps(x)=> Malade(x))
est déductible de:
(2)  vx (Ps(x)=>( ¥y P(x,y)=>Malade(v)))
et
(3) vz (non P(x,x))=>Malade(x))
I1 faut donc montrer que la formule suivante est insatisfaisable:
(4) (vx Ps(x)=>( vy P(x,y)=>Malade(y))) et ( V% non P(x,x)=>Malade{x))
et (3x (Ps(x) et non Malade(x))})
En écrivant sous formule normale prénexe conjonctive on obtient:
(5) 3xvyvz (non Ps(y) ou non P(y,z) ou Malade(z))

et (P(y,y) ou Malade(y)) et (Ps(x)) et (non Malade(x))

Aprds introduction de la fonction de Skdlem A et distribution des
guantificateurs

(6) vy vz (nen Ps(v) ou non P(y,z) ov Malade(z))

et
vy (P(y,y)ou Malade(y))
et
Ps(A)
et

non Malade(A)
I1 ne reste plus alors qu'id tester 1'insatisfabilité de cette Formule

Chacune des disjonctions quantifiée unlversellement est appelée
une clause.

Un ensemble de formules est donc logiquement équivalent 4 une
conjonction de clauses. L'algorithme qui effectue une telle transforma-
tion ne figure pas dans notre programme et le scin ast laissé 2
l'utilisateur de formuler le probleme sous forme clausale. En fait la
Plupart des problémes s'expriment facilément © sous cette forme et la
PrlnC1pale difficulté ne réside pas,loin de 13, dans cette transformation
mais plutdt dans la recherche de la preuve de 1'insatisfabilitd.




T.2. INTERPRETATIONS DE HERBRAND

Clauses

Nous allons donner une définition formelle des clauses sous forme
d'une Frammaire-context-free. L'alphabet dont on dispose est constitué
d'un ensemble de variables V, d'un ensemble de.symboles fonctionnels F et
d'un ensemble de symboles velationnels (ou symboles de prédicats) R.
A .chaque symbole fonctionnel ou relationnel est associé un nombre entier
positif ou nul, son ordre (qui correspond au nombre d'arguments de la fonc-'
tion ou du prédicat).

Les symboles fonctionnels d'ordre O sont aussi appelés constantes.

Nous définirons une clause en fait par sa mattrice.

Voici les rdgles permettant de les définir:

<terme>::= <symbole fonctionnel n>(<liste n termes> )]
<symbole fonctionnel 0>[<variable>

<liste n termes >::= <liste n~1 termes> , <telmes>

<liste 1 termes®::= <terme>
<formule atomique>::= <symbole relationnel n> (<iiste n termes> )

<gymbole relationnel 0>
<littérai>::: <formule atomique>| non <formule atomigue>
<clause>::=  <conjonction littéraux>
fco?jonctioﬁ littéraux>::= <conjonction littéraux> 92_<littéral>|<vide>

_ <symbole fonctionnel 0> ::= a]blc]........

<symb61e fonctionnel 1> ::= f]g[hl........

<variable> ::= x|y|z]..

CEE R )

% am s b

<symbole relationnel 0> ::= P|Q|Q

<symbole relationnel 1> ::= SITI..........

ete.....v.
Voici un exemple de clause:

P ou non R ou non S(£(g(a))) ou T(h(x))




- g bis -~

En fait 1'opération ou étant commutative, associative et idempo-
tente il est plus commode de définir une clause non pas comme une disjonc-
tion de littéraux mais comme un ensemble de littéraux.

DEFINITION I.2.1 : clause .
OCn appele clause tout ensemble de littéraux.

De plus par commodité d'é&criture nous noterons la négation d'une formule
atomique A non pas par non A mais par &.

En outre si L est un littéral T désignera le littéral suivant, A étant une
formule atomique:

si1lL=Aalors T =&
si L =& alors T = A
Exemple de clause: { P, 0x,y), R(E(x),a)}

Nous domnerons au chapitre III la facon dont une clause est codée
en mémoire dans le programme OEDIPE ainsi que l'algorithme de copie d'une
clause.

En extrapolant la définition précédente nous considérerons toute
conjonction de clauses comme un enserbie declauses et nous définivons alors
les interprétations en foaction de ces conventions. L'avantage de telles
représentations est de pouvoir utiliser le langage de la théorie des ensem
bles pour établir des théorémes généraux sur 1'insatisfabilité des thdorie
du ler ordre, plutdt que de manier des interprétations au sens habituel
en logique.

REMARQUE
La clause égale 3 1'ensemble vide sera notée n et appelée clause v

DEFINITION I.2.2

Une expression est un ensemble de clauses un terme, un littéral od .
clause - Une expression est dite terminale si elle ne contient aucune
occurence de variables.

DEFINITION I.2.3 : Univers de Herbrand.
Soit S un ensemble de clauses. L'Univers de Herbrand de S, noté H(
est l'ensemble des termes terminaux construits d partir de 1l'ensem
ble des symboles fonctionnels de S (ensemble auguel on ajoute la

constante A s'il est vide).

Dans l'exemple du paragraphe I la formule (6) pouvait Stre considérée comm
l'ensemble S de clauses suivant:

8={{Ps(y), P(y,z), Malade(z)},{ P(y,y),Malade(y)},{Ps(A) , Malade(



L'univers de Herbrand de S est alors H(S)={A}
$i s= {{P(f(x),a)},{Q(y),R(£(b,y))}} alors
H(s)={a,b,f(a),f(b),gla,a),g(b,a),gb,b) ,f(F(a)),......}

H(S) est toujours fini ocu dénombrable si S est Fini ou dénamprable.

Substitutions

Intuitivement une clause C &tant quantifife universellement, si
elle est satisfaite par une interprétation, toute clause obtenue en substi-
tuant les variables de C par d'autres termes est encore satisfaite par cette
interprétation. C'est ce qui n2cessite 1'introduction de la notion de
substitution.

DETINITION I.2.% : Substitution

On appele substitution tout ensemble fini, éventuellement vide, o
de couples ‘de la forme xi/ti

0={x%1/T1, %2/ togeuuens . Xn/th} tels que:

(1) vie {1,....n}, s est une variable et t; un terme avec_ti¢ ®y

() Vi3 {Loom} x #

L'ensemble { xl,....,xn} est l'ensemble des variables de la
substitution et sera noté V( o).

Chaque couple Xi/ti est appel& composante de la substitution

REMARQUE

Dans le cas oll ¢ est vide nous noterons par € . Dans ce cas

viel= g,

DEFINITION I.2.5

Seit E une expression et o= {xl/tl,...., Xn/tn} une substitution.

On définit alors E Gcomme étant l'expression obtenue en remplacant

simnltandment chaque occurence de X; par ti dans 1'expression E pour chaque
composant xi/t. de o . |

Dans 1& cas ob ¢ est vide I e=E.



Exemples:
(1) E= {P(x,£(x)), P(f(a),y}} o= {x/a,y/f(x),z/x}
E o={ P(a,f(a)),P(f(a),f(x))}
(2) E= {P(x,y),P(£(y),a)} o ={ x/f(a),y/a}
E o= {P{(f(a),a)}
(3) E= £(x) o ={y/z} Eg =f(x)
DEFINITION I.2.6 : Instance
Soient E et E' deux expressions. On dit que E' est une instance
de E sgiilexiste une substitution o telle que
E'=Eqg
Exemple:
P(a,f(a)) est une instance de P(x,f(y))
Nous verrons au paragraphe 3 les principales propriétés des
substitutions, dont celles qui serviront pour le chapitre II. Les
quelques définitions que mous venons de donner nous permettent cepen-

dant d'intreduire la notion d'interprétation de Herbrand.

ITterprétations de Herbrangd

DEFINITION 1.2.7 base de Herbrand
Soit S un ensemble de clauses. On appelle base de Herbrand de §,
notée H (s), 1'ensemble des instances terminales des atomes ayant
une occurence dans S.

NOTATION
L &tant un littéral quelconque nous noterons
]Ll =L ou TETtL. Cn a alors lE]rfL[ et fLofr
substitution ¢ .

L{ l'atome tel que
L|o pour toute

.y Donc on peut dire que A€ H(S) si et seulement si il existe un
littéray [ ayant une cccurence dans S,et une substitution O telles que:
o] :{x;/tl,...., xn/tn} avec  t.e H ie {1,....,n} |

L0 est terminale et A:fLO}




|
.
;!
¢
i
!

Soit

s={{ P(n,£(x)},{ 2(a),Q(£(a))},{(y)}}
ﬁ(s)= {o¢a),R(a), Q(F(a)),R(£(a)),P(f(a)))), ...}
DEFINITION I.2.8: interprétaticn de Herbrand

Soit S un ensemble de clauses. On appelle interprétation de
Herbrand de S, tout ensemble I de littéraux terminaux tels que

(1) LEI => |L| €H(S)
(2) LETI => T gT

Une telie interprétation I détermine en falt une interprétation unique ¢
dans le sens usuel, de la maniére suivante.
L'univers de (est 1 "univers de Herbrand H

{(considéré comme un
ensemble de mots)

Pour tout symbole fonctionnelyfd'ordre n, de S,

@ (£) est une application
de H? dans H définie par:

A4 tla'-"stn g€ H Qif)(t1:°"-:tn) = f(tla...-., tn)

Pour tout symbhole relationnel P d'ordre n de S, @ (p) est une application de
" cdans {0,1} défini par

~

th,....,tn €H @(P) (‘tl,...tn)Zl ssi P(t1,....,tn)€'H

En tenant compte de ces remarques on peut donc définir la notion
de satisfabilité pour les interprétations de Herbrand. Habituellement
une form:le quantifiée universellement est satisfaite par une interprétation
¢ SSi toutes ses instances terminales sont satisfaites par Une
conjonction de formule est satisfaite par ¢ ssi toutes les formules le scnt.

On peut donc définir en conséquence la satisfabilité au sens des inter-
prétations de Herbrand.

DEFINITION I.2.9 : satisfabilité

Scit § un ensemble de clauses et I une 1nterpretatlon de Herbrand
de S.

On dit gqu'unes clause C ¢S est satisfaite par I ssi toute instance
terminale ¢y de C est telle que Con I # ¢

L'ensemble de clause § est satisfait par I ssi toute clause de C
est satisfalt par I.

Un ensemble de clauses S est satisfaisable ssi il existe une inter-

prétation de Herbrand qui le satisfait et il est insatisfaisable dans le
Ccas contraire.




|
i
i
|
i
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Notons que cette définition est bien cohérente avec la définition habi-
tuelle.

Soit C'=Cy une instance terminale d'une clause C €5, I une interpré-
tation de Herbrand, ¢ 1'interprétation dans H(S)(l'interprétation habi-
+tuelleassociée & I.

o ¢'={L1,....,0 } o Li,....L sont des littéraux terminaux alors
par. définitior de ¢ (Aou B) on a:
@w(C")= Max! @(L1)y.evn. . Q(Ln)} donc  ®(C')=1
ssi. 3i €{1,....,n} tel que @(Li)=1

denc
w (C')=1 ssi 3L €C' tel que ¥ (L)=1 (ie-L.EI)

donc @ (C')=1 ssi C'NIFG

Op &fend = la définition au cas ol €= O auguel cas C Ni=®  pour toute

interprétation de Herbrand I.(donc O est toujours insatisfaisahle).

En ce qui concerne un ensemble de clauses S qui représente une
conjoncticn de formule,la définition s'accorde également & la d&finition
habituelle.

En ce qui concerne la notion de satisfabilité il faut noter que
pour toute interprétation ¢ il existe une interprétation de Herbrand I
qui satisfait les mémes clauses que @,

REMARQUE

Un ensemble de clauses S est insatisfailsable ssi il existe un
ensemble d'instances terminales de clauses de 3 insatisfaisable.

En effet si S est insatisfaisable alors l'ensemhle de toutes les instances
terminales de clauses de 5 est lui aussi insatisfaiszble.

Si 8' est un ensemble de clauses instances terminales de clauses de S et
si 8' est insatisfaisable alors Y I interprétation de Herbrand,3C'€ g
telle que C' n'est pas satisfaisable par I. Donc si C'= Cgavec C €8
C  n'est pes satisfaisable par I donc S non plus.

Donc S est insatisfaisable.

Le théoréme de Herbrand est une restriction a cette remarque.

THERCEME I.2.1: Herbrand

Un ensemble de clause S est insatisfaisable ssi il existe un en-

semble fini S' d'instances terminales de clauses de $S,qui est
insatisfaisable.

Le détail de la démonstration figure dans ROBINSON-1, HAYES et KOWALSKI-1
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Ce théoréme permet dé43 d'imaginer un algorithmepour tester
1'insatisfabilité -d'un ensemble fini de clauses S. L'ensemble des
instances terminales de clavses de § étant dénombrable récursivement,
on peut générer cet ensemble par- un algorithme. Pour chaque sous-
ensemble fini ainsi généré on peut tester son inconsistence par. un
algorithme puisque il est constitué de clauses terminales en nombre
fini.

En fait une telle méthode est impraticable et c'est la notion
de plus grand unifieur (P.G.U) introduite par Robinson qui va permettre
de trouver un algorithme plus efficace.

1.3 PROPRIETES DES SUBSTITUTICNS

Définitions et propriétés générales

DEFINITION I.3.1: variables

Soit T une expression quelconque. L'ensemble des variables de E,
noté V(E), est l'ensemble des variables ayant une cccurence dans E.

NOTATION I.3.1l: Union dijointe d'ensembles.
Soient E, T et G trois ensembles, On dé&finit l'union disjointe
de 2 ensembles, que 1'on note U par:

EsF 0G ssi F nfs ¢ et B2 F UG

DEFINITION T.3.2: Composition de substitutions
Soient ¢ et p deux substitutions. On définit la composée
de et de p , que l'on note par ap , de la fagon suilvante:

g.p ={x/t.p tels que x/t €0 et x#.p I U{x/t€ptels que xZ V(0O) }
Donnons des exemples:
(1) o ={x/a,y/f(x)} p= {x/y, z/b } 0.p= {x/a,y/f(y},z/b}
(2) o ={x/y, y/x} o= {y/x,=/y } g.p= € (substitutions vide)

Notons quegp est bien une substitutionpuisque réunion disjointe de deux
substitufion qui n'ont pas de variables en commun.




PROPOSITION I.3.% o .
Pour toures susstiturens 0,9, y &1 pour toutes expressions
T et &' on a:

(1) c.{p.u )=(c.0).u associativita
(2) ©e = €£.0 =0 £ élément neutre
(3) (8.0 ). = E.(0.u)

(4) si E=E' alors E0O =~ E'C
(5) (E UE')c =Eo |y E'C

Nous ne dormercns pas les démonstrations de ces quelques propriftés
qui se trouvent dans l'article de Robinson (ROBINSCN-1 )

Pour les besoins du chapitre II nous aurcns besoin de propriétés
supplémentaires que voici:
PROPOSITION I.3.2 .
Soient pet ¢ 2 substitutions et E une expression. Alors
( vx € V(B) . O =%. p )<=» EC =Ep
En effet soit x € V(E). Alors x est substitué par un méme terme dansE

par g etp .

PROPOSITIONI.3.3: Substitution minimale.
Solent E une expression et D une instance de E. Alors il
existe une substitutimunigue o9 (dite substitution minimaie)

telle que
(1) Yo < E.0=D <= (0p yo et V(g0) -V(E) n V(o))
(2) | ECo=D
(3) v(gs) &V(EB)
DEMONSTRATION

-~ D étant une instance de E il existe 01 telle que Foi=D.
- Soit To={x/t '€ 01 / xeV(E)} . On a done (3) V(Uo) < V(E)
De plus d'aprés I.3.2 puisque vy xg V(E) x.01=x.0¢ on a

ECe=EC1=D (2)
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- Seclt ¢ telle que Fg=D. On. a alors puisque E5=Ec; toujours

.d'aprés I.3.2: vx € V(E) X.0%X. 00
donc puisque  V(go) < V(E) Y%/t €0y x.0p3t=x.01
donec %/t e o donc Cp =0

De plus V(o) n V(E)=V(ge) N V(E)=V(Gq)

PROPOSITION 1.3.4 .
Soit ¢ =01 V 02 une substitution, E une expression telle
que V(o) .NV(E)= ¢-
Alors
Eo=EGg2

DEMONSTRATION
En effet scit Op la substitution minimale telle que ECg=EQ
On a alers d'aprés I1.3.3

V(ge)=V(E) N V(g)=V(E) fI (V(01) U V(02))=V(E) p V(g2)
donc '
op={x/t € o0z /x € V(E)} donc d'aprdsl.3.2 E0p=E0,

PROPOSITION I.3.5 ) _
Soient 0=¢01 U G2 et pPdeux substitutions telle que 02 soit
une substitution terminale (c'est & dire que x/t¢ g, = T terminal)
Alors

0 < T.pD

DEMONSTRATION, .
“DTaprés la définition de la composition on a:

g.p={ x/t.p t.qu{t.p *x) ef w/t € o1} U
{x/t.p t.e¥ x et =/t €2} U
{x/t € p/x € v(o:s U gy}

Op {x/t.p tels que =/t € gy et t.p ¢ x}={x/t tels que x/tEtjz}qyz

donc
0z € 0.p

PROPOSITION 1.3.86

Soit Co =D une instance terminale de C. Alors:

Vp C< p => Cp=D
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”

DEMONSTRATION
En effet puisque CC est une instance terminale de C toutes les
variables de C cnt 4té substituées par des termes terminaux
donc V(o) » V(C) donc d'aprés I.3.2 comme Cc pon a

Cp=Co

PROPOSITION I.3.7
Soit E < F deux expression, E' une instance terminale de E.

Alors:
1 o telle que T0¢ est une instance terminale de F
et
EG =E'
DEMONSTRATION -

Soit o la substitution minimale telle gque E'=ECa .
Soit V) l'ensemble des variables de F n'apparaissant pas dans E
Vi =V(F) A(V(E))

Soit

o1={x/a avec x € Vi} et a un symbole constant quelconque
Soit '

g =01 I oo Ec; =Egp =E' d'aprés I1.3.6 puisquege=-o
De plus : .

V(0)=v(o1) § V(oo)=(viE) h {wEN U V(o) -
or
' V(gg)=V(E) puisque E' est terminale .

Donc

V(o)=V(F) et comme ¢ est une substitution terminale
o est terminale.

Plus grands unifieurs

Un des principaux outils de la resoluticn est 1l'utilisation des
‘unifieurs. Il permet de minimiser le nombre d'instance de clauses utilisées
dans les algorithmes. Il a été introduit par Robinson (ROBINSON-1).

DEFINITION I.3.3: Unifieurs
Soit A un ensemble d'expressions, et ¢ une substitution.
On dit que 0 est un unifieur de A ssi A0 est un singleton.

Dans le cas ou A admet un unifieur on dit que A est unifiabile.
Exemple:

A={P(x,e,x), Ple,x,x)} alors o={x/e} est un unifieur de &
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a)Si tiest une variable n'ayant pas d'occurences dans t; alors:

_15_
car ‘
Ao ={P(e,e,e)} donch est unifiable .
Maig  B={x,f(x)} n'est pas unifisble.

THFOREME I.3.1 Plus grand unifieur
Soit A un ensemble non vide fini d'expression. Si A est
unifiable alors:

il existe un unifieur Op (appelé plus grand unifieur de & et

noté p.g.u} de A tel que :

Pour tout unifieur © de A il existe ¢ tel gque O =0, -0

Nous allons donner en falt l'algorithme qui permet de construire oo

La preuve gue la substitution trouvée répond au théoréme se trouve dans
ROBINSON-1.

Soit A={E1,.....,En} un ensemble fini d'expressiors (termes ou littéraux)

L'ensemble de desagrénent de A est l'ensemble des expressions €1,.....,e

3 \ — : n
qui sont les sous expressions de Ep,...... E, commengant au premier
symbole ol Ei,....E, différent. ‘
Exemple:

A= {P(x,e,x), P(x,f(x,v),2z)} P(x,gla),b)}
L'ensemble de désagrément de A est {e,f(x,y),glal)}

Si 0 est un unifieur de A,A n'étant pas un singleton, O unifie - son
ensemble de désagrément.

L'agorithme permettant de calculer G, est le suivant:

Etatl: ogp+e K90 Aller & 1'&tat 2.

Etat2: Si Ag,  n'est pas singleton aller & &tat 3, sinon © aller & FIN

A “%
Etat3: Supposons l'ensemble de désagrément de Ay (non vide)} orconné
lexico graphiquement, les variables ayant l'ordre le plus petit parmi les
symboles,

Soient tjet t; les deux premier termes de 1'ensemble de désagrément de Ag K
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are Ok . {ti/tel
K <« K+1
Aller & 2

"b) Sinon aller a FIN

On montre alors que l'algorithme s'arréte en un nombre fini
d'étapes et que si l'arr@t est produit & 1'état 3 alors A n'est pas
unifiable.

Par contre si l'arrét se preoduit en 2 alors 0, est le plus grand
unifieur cherché.

Nous donnerons 1'algorithme écrit en Algol-W qui permet de
calculer le p.g.u d'un ensemble de deux expressions (Chapitre III)

Trds souvent nous parlercns d'unifieur de t) et tz au lieu de
parler d'unifieur de l'ensemble {t1, t2l}.

PROPOSITION I.3.8
Soit0® un p.g.u d'un ensemble d'expressions A.
Alors

wx/t 0o v{t) n V(gol= ¢

c'est 3 dire que tous les termes intervenant dans la substitution
n'ont pas de variables communes avec la substitution.

DEMONSTRATION -
D'aprés la constitution d'un p.g.u de A on a

En outre N
vK ell,.....N} g est de la forme{xk/tk}ou %, g Vi)

Montrons la propositien 1.3.8 par récurrence sur le nombre N
N=1, oi1={xi1/t1} avec V(t1) 3 x1 donc ¥(t1)p V(G)= ¢
} .

K+l K+l clest a dire =g, .0 avec 0= {x

K+1+> A 0k+1:gk; {x,

K+l K" K+l K+l}
Or l'ensemble de désagrément de AO ne contient plus les variables
K .
:;1,....xk puisque yx/tg O Vit n V(g )= ¢ -
one
Vit q) nvio)= ¢ et




}

{x/t.0 tels que x/t ¢ } y ix

Oys1” 1/ Tie1

V(t).n V(Ok)= $donc la seule variable substituée dans t est éventuellement

qui est remplacée par t or V(t YV v, y=¢ - done

*K+l '

K+1- K+l K+l

Voici en fait une des raisons de la puissance de cet outil qu'est le
p.g.u dans la démonstration automatique.

Soient deux clauses: C=DU{L} et C'=D'y {B'} . Ces clauses impliquent
logiquement toutes leurs instances.
Supposons qQue L et L' solent unifiables, 0 un unlfleur Lo=L'c
on a donc
' Co = Do U {Log} C'o =D'g y {L'o}

Par la rdgle de coupure de ia logique on peut déduire loglquement de
C et C' la clause

E=Dg yD'oc
81 1l'cn prend pour unifieur ¢, le p.g.u de L et L' la clause E obtenue
est la clause la plus générale que 1'on peut obtenir de C et C' par

coupure et instantiation.

Notons qu'un p.g.u d'un ensemble A n'est pas unique puisqu'il est
défini & un ordre lexicographique prés.

De plus si o est un p.g.u de A, toute instance de A qui est un singleton
est lui-méme une instance de Ac

Donnons enfin un exemple de p.g.U:

A= {P(x,y,u), P(z,x%,x)}

UA={u/x, v/x, z/x} AOA= {(Plx,x,x2)}
Un autre p.g.u possible est:

a A:{x/z, y/z,ufz} AO‘AZ{P(Z,Z,Z)} variante de AOA
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I.4 RESOLUTICHN

La méthode de resolution est une méthode de déduction qui permet,
tant donné ua systéme de clauses inconsistant de générer la clause vide

partir de ces clauses.

Une méthode de déduction est consistente =i les clauses
déduites d'un ensemble de clauses par cette méthode sont logiquemeht -
déductible de 1l'ensemble de départ.

Elle est compléte si & partir d'un ensemble inconsistant en
peut générer la clause vide.

.
é
a

Résclution d'un ensemble de clauses terminales

DEFINITION T.4.1
Solent Ci1 et C, deux clauses terminales. On dit que C est une
resolvante de C1 et {2 ssi:

il existe un iittéral L. tel que LE C; et 1L gCz et :
c=(C1-{L} y (c2-{LDH . g
Dans le cas de clauses terminales la resolution n'est auire que la
régle de "“coupure" des logiciens.
Deonnons un exemple:
c1={1,F,Q(a) ,E(b,c)} ¢2={L,R(a,b),q(a)}
Cy etC; admettent comme resolvante C={L,P,R(b,c),R(a,b)}
DEFINITION I.4.2

Une ddrivatioh terminale R d'une clause C, @ partir d'un
ensemble de clauses terminalies § est une suite de Clauses

telle que vie{i,...,n} . Cie S ou C; est une resolvante de
.8 c j et < i =C.
CJ etCk avec j et k i, et Cn C
exemple:

Soit S:{C1,C23C3,C4,C5} avec C]_:{—fl 5L2]’ Cz={EZ:L3} CBZ{E':HLI}

Cy={L1,L2, bs} Cs={T1,02,L3 }
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Soit p=(C1,C2, Cs, Cu, Ce,C6,C7,Ca,Cy,) avec
Ce={L;,La} resolvante de C; et Cp
Cp={L,,L3} resolvante de C3 et C)
Cg={L2,L3} resoclvante de Cg et Cy
Co={Ls} resolvante de Cg et Cg

Alors ] est une dérivationde la clause { Lz}3 partir de S

On peut representer cette dérivationpar le.graphe suivant:
¢1={C1,L2}  Co={L2,Ls}  Cy={l1,L2,La} Cs={L3,L1}
\*7/%‘_

b — —
Cs:{LI,LB} ;C?Z{Lz,La}

Ce={L2,La}
\

Co={T2}

ici chaque noesud est &tiquetté par une clause,

DEFINITION I1.%.3
On appelle refutation toute dérivation de la clause vide.

Le théoréme de Robinson établit qu'en fait la resolution est une méthode
compléte et consistente.

THEROEME I.4.1 (Rcbinson)
Soit S un ensemble fini de clauses terminales. Alors:

S est instisfaisable ssi i1l existe une refutation de §

Ce théoréme permet de construire ua algorithme "relativament" efficace:
pour tester l'inconsistence d'un ensemble de clauses S. Il suffit de
générer toutes les déductions de S (qui sont en nombre dénombrable)
jusqu'd trouver la clause vids.
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En fait 1l'algorithme (pour qu'il soit complet) doit faire intervenir
la notion de stratégie, que nous verrons au paragraphe I.6, introduite:
par Kowalski (HAYES et KOWALSKI-1)

La stratégie la plus simple consiste @ générer les resocolvantes de
premier "niveau", puis de deuxiéme "niveau' etc.....(ceci pour un en-

semble fini de clauses).

Nous montrerons que ce thécréme est encore vrai si S est infini.

Resolution dans le cas général

Le théordme de Herbrand nous assure que si en ensemble de
clauses S est insatisfaisable, il existe un ensemble $' fini d'instances
terminales de clauses de £ quil est lul aussi insatisfaisable. Donc
dfaprés Robinscn il existe une refutation & partir de cet ensemble.

On définit alors la resolution dans le cas général de fagon d "généraliser"

le cas terminal c'est & dire que toute resolvante de 2 instances termi-
nales de 2 clauses Cj et Cz est une iInstance terminale d'une resolvante
{généralte) de C; et Cyp .

On sait alors é&tant donné S et 8! construirve une refutation qui-
"généralise' la refutation 4 partir de S'. Cette refutation est une

refutation & partir de 5.

On est obligé. dans la définition des dérivations générales
d'introduire la notion de facteur et la noticon.de resolvante, c'est 3
dire deux régles d'inférence au lieu d'une dans le cas terminal.

DEFINITION T.4.4
On appelle variante d'une clause C toute clause D telle que
il existe deux substitutlons g1 et Jz avec

D=Co; et C=Dg,

Deux variantes ne différent en fait que par un changement des noms de
variables (deux variables distinctes &tant substitufes par des variables
distinctes).

DEFINITION I.u4.5

On appelle facteur de base d'une clause C toute clause Co, oil.
0 est un p.g.u de 2 littéraux de C, ou toute variante de C.
On appelle facteur de C tout facteur de base d'un facteur de C,

ou tout facteur de base C.



Exemples:

Cc={P(x,y,z), P(a,x,x), P( u,2,a)} admet comme facteurs lui-

méme et: ‘
ci1={P(a,a,a), P(u,a,al)} C.={P(x,a,a),P(a,x,x)}

Ci={P(a,y,z), Fla,a,a)}

Cy={P(a,a,a)} ainsi que toutes leurs variantes .

DEFINITION I..4.6
Soient deux clauses Cy et Cp avec Fy € Cy et Flo @ ¢,
C1 et Cy n'ayant pas de variables communes.
Soient F1 U F2 unifiable: , 0 un de ses P.g.u. Alors la
clause _ .
c=(c1-{F1})o u (c2-{F2} )o  est une resolvante de C .

C; et Cy sont les parents de C, F1 et F2 les littéraux résolus.

Exemple: . _
C1={P(x1,%2,a), Q(x2,2z,b)} et C2={P(a,b,z'), P(b,c,z')}

admettent comme résclvantes:

c={Q(b,z,b), P(b,c,a)} o={x;/a,%s/b,z"/a}
et

c'={Q(c,z,b), P(a,b,a)} o={x1/b,x2/c,z"/a}
Cette définition est une extension du cas terminal pulsqu'alers

o= E.,F )

Puisque

C1F> C10 et 02#> C20 et que C est déduite de C,0 et C,0 par

coupure C; et C; impliquent logiquement C.

La resolution est une rd3gle d'inférence consistante.



DEFINITION I.4.7
On appelle dérivationp d'une clause D a partir d'un ensemble
de clause 5, toute suite Q=(C1,.....,Cn) telle que:

(i) CnrD
-—Ci est un facteur d'une
clause C S &€ ou
(iiyv i €{1,....n}
—v-Ci est un facteur d'une vesol-
vante de 2 clauses Cj et Ck avec
3.k <1

-ation est une dérivationde la clause vide.

oo
NCHNPY

iIne

Donnons un exemple de refutation (probléme des psychiatres du chapitre I).

$={Cy,02,03,Cxu}

Cy={Ps(y), P(y,z), Malade(z)} Co2={P(y,y), Malade(y)} Ci={Ps(A)}
Cy={Mailade(4)}
La sulite gticl5€23C3964,C5,C65C7,Cs} est une réfutation i partir de S

Cs={Ps(x), Plx,8)} resolvante de variantes de C; et Cy

Ce={P(A,A)} resolvante de Cs at (g
Cy={Malade(A)} resoclavante de Cp et Cg
Ca= o resolvante de Cy et C,

Cette refutation peut 8tre représentée par le graphe




—23f

Le second théoréme de Robinson est une extension du premier au cas
général:

THEOREME I.4.2 (Robinson)
Soit S un ensemble de clauses. Alors :
S est imsatisfaisable ssi il existe une ré&futation & partir de S

De méme que dans le cas terminal ce th&oréme permet de construire des
algorithmes permettant de générer la clause vide 3 partir d'un ensemble
de clauses inconsistant.

Notons deux regles d'inférence sont utilisées: resolution et factori-
sation et que l1l'ensemble S peut &tre infini. En falt pour que 1l'algo-
rithme puisse étre complet il faudrait générer toutes les déductions
d partir de S jusgqu'd trouver une réfutation.

Entre autres toutes les variantes d'une clause (puisque facteurs de
cette clause) devraient &tre produltes.

Il est évident que celd n'est pas nécessaire et qu'éen fait une clause
peut tre considérée comme l'ensemble de ses instances.

Cltest cecl qui motive l'introduction de la noticn de classe de clause

Classes de clauses

PROPOSITION I.4.1
La relation suivante: C; et Cp sont variantes 1'une de
l'autre, est une relation d'égquivalence sur 1'ensemble des
clauses d'une théorie . Nous la notercns ™ .

DEFINITION I.4.8
La classe d'une clause est l'ensemble des variantes de cette

clause. On a alors 0 ={o} et C={C} pour toute clause C
terminale.

PROPOSITION I.4.2
Soient C'; et C'z deux variantes de C; et C,C; et Co(resp
(resp C'; et C} ) n'ayant pas de variables en commun.Alors
toute resclvante de C; et Cjhest une variante d'une resolvante
de C'l et C'z .
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DEMONSTRATION

Fn effet soit C1=D1 U {L} et Caz=Dy { {f} avec L et La
ayant 0 comme p.g.u . C'1 et C'z &tant des instances de C; etCs
Ct1=Ci0; et C',2=Csas . Jiletgs les substitutionsminimum,
n'ayant pas de variables communes soit ¢ =g; [} Uz.on a alors
Cr'y=Ci1g et C's=Cs0
golit
C=(D; Y Dz)oo une resolvante de C! et C2 ol 0y est un
p.g.u de Ly et La.
Solent L'1=In¢ et L'y=L20 , O &tant une substitution qui ne fait que
changer le nom des variables (en associant des noms différents 3 des
variables distinctes) L'; etL's sont eux aussi unifiables avec o'y
comme p.g.u. On alors
LYo} =L'20"y done L10C"g=Lo00'y donc GG'p=0p . K
puisque Ug¢ =st un p.g.u del, 1+ et Lo.
Soient D':1=D;0 et D'2=Dy0, ona C'1=D'; O {L';} et
Cre=D'sy {L'2} donc C'=(D'1 U D'2)G"'y est une resolvante
de C'y et Cfz . De plus CQ'=(Dho U D20)0'e={Dy Do)oo'p

done C'=(D: U D2)0¢.K=C.K

On montrerait de méme que C est une instance de C' donc que C et C!
sont variantes.

On peut alors définir lz resolvante de ? classes:

DEFINITION I.4.39,

Soient ) etC; deux classes de clauses. On-appelle classe
resolvante de €; et C; toute classe d'une resclvante de 2
clauses de C; et Cs.
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PROPOSITION I.4H.3
Le nombre de resolvantes de deux classes est fini

En effet soient él et éz deux classes de clauses. Soient deux varjantes
C': et C'z de Ci1 et Ca2, sans variables communes, Les resolvantes de

C; et Cz sont les classes des resolvantes de C'i et Cfa2 qui sont en
nombre fini:

Comme toute variante d'un facteur d'une clause est encore un facteur
de cette clause on peut définir les facteurs d'une clagse de la
fagon gulvante:

DEFINITION I.%,10
Soit C une classe de clauses.
On appelle facteur de C toute classe d'un facteur de C.

PROPOSITION I.4.4
Le nombre de facteurs d'une classe est fini

En effet le nombre de facteurs de C obtenus par factorisation de base
mais non par variantes, est fini.

On peut définir alors une dérivation de classes de la mdme fagon qu'une
dérivaticn de clauses.

DEFINITION I.uW,l1l .
Une dérivation D de clz ses 4 partir d'un ensemble de classe
S est une suite de classes Ci £ 8§
ol
Ci est un facteur d'une classe

C.. § <K.

D=(C,,e... O elles Y o
n, Ll Ln) E que * [ Ci est une resolvante de 2 classes

\ Cj et C. avee JiK< 1

Le principal intéret de l'introduction de cette notion de classes est
que le nombre de classes produites & partir de 2 classes par resolution
ou factorisation est fini.



D*autre part i'implémentation sur ordinateur d'une clause est plus
proche de la notion de classes.

En fait par commedité d'&eriture nous ne parlerons pas de classes de
clauses mais simplement de clauses &tant sous-entendu que nous consi-
dérerons une clause camme un représentant de sa classe.

1.5 METHODES DE DEDUCTICNS DERIVEES DE LA RESOLUTICON

La resoluticn bien que beaucoup plus efficace que les méthodes
trouvées jusqu'alors n'en est pas moins souvent peu efficiente.

Un certains nombre d'auteurs ont proposé alors des "raffinements"
d cette méthode de fagon 3 &viter deux &cueils.

Le premier est Ja génération de clazuses inutiles, c'est 3
dire de clauses qu’on peut prouver ne menant pas d la clause vide.

Le second est la génération de redondances, c'est 3 dire de clause
déjd crées.

Le probléme est de trouver des raffinements qui soient complets
(c'est & dirve quin'emp&chentpas 1a génération de réfutations) et effi-
caces.

La principale notion nécessaire 3 une bonne clarification des
notions de raffinements et de stratégies est la notion de "graphe de
recherche'.

Le "graphe de recherche" d'un ensemble de clauses est 1'ensemble
desdérivations que 1'on peut obtenir & partir de cet ensemble.

On peut dire qu'une méthode est un raffinement d'une autre si
le "graphe de recherche" de la premidre est inclus dans celui de 1la
seconde.

Sous-dérivations - méthodes de ddductions

Soit D=(c h"""cn)‘ une dérivation de la clause Cn. Toute
clause Ci admet une dérivation

A1 G o i . & i< 3
Rl (Cll, ,Cl) ol Clk R et L<d
Une telle dérivation est appeléde sous-dérivation de P. De plus on é&ten-
dra la définition des dérivations aux suites constituées d'une seule
clause.

Les deux opérations de bases &tant resoluticn et factorisation
une dérivation est:

-Soit une dérivation primitive (constituée d'une clause de
départ seulement)
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-Soit obtenue par factorisation 3 partir d'une autre dérivation

-Soit obtenue par resolution 3 partir de 2 autres dérivations

Une "méthode de déduction" (ou raffinement de la resclution) est définie
a partir d'un prédicat @ défini pour toutes des déductions d'un ensemble
de clauses quelconque S.

Une déduction ) est dite admissible pour la méthode (ssi @ (R)=vrai

Le prédicat p e5t supposé en outre tel que ¢

si P(R}=vrai alors @ {P')=vrai pour toutes sous-dérivations R' de B -

Cette restriction est &videmment nécessaire si 1'on ne veut pas
générer inutilement des clauses non admissibles, sous prétexte qu'elles
peuvent mener 4 une dérivation qui 1'est.

Une méthode de déduction permet donc d'éliminer un certain nombre de
déductions-inutiles.

Une méthode sera dite compldte ssi pour toute ensemble de clauses S
insatisfaisable il existe une réfutation & partir de § qul est admis-
sible

Une dérivation admissible pour une méthode® sera appelée une © gérivation.

Le théoréme de complétude de la resolutiocn de Robinson estmontrée par
"généralisation". On sait que si S est insatisfaisable il existe une
réfutation & partir d'instances terminales de clauses de S. On chep-
che alors & générer toute les dérivations générales susceptibles de
"généraliser" la refutation terminale.

Lorsque 1'on utilise une méthode de déduction qui est un - raffinement
de la r&solution et qui est compldte.on a donc intérét 3 ce que Toute
refutation terminale soit généralisable par une refutation admissible.
D'oll la définition:

DEFINITION I.5.1
Une méthode de déduction ® est généralisable ssi

v g‘:(c'l,....,c‘n) ¢ dérivation & partir d'un ensemble §!
d'instances terminales de &,

3 Q:(Cl,....,cn) ¥ dérivation & partir.de 8 telle que

D généralise R', c'est 3 dire que:

(1Y Yie{1,....,n} C'i est une instance terminzle de Ci



(2) Vi€ {1,....,n} =i C'; est une instance d'une clause

C &5 alors Ci est un facteur de C.

(3) Vi€ {1,....,n} si C'; est une résolvante de C'j et C'k
avee j,k <1 alors

C, est un facteur d'une résoclvante de C. et C » les 1littéraux
résolus dans C'. et C'k Stant des instatces de ceux résolus
dans Cj et CP'

Notons gue la resolution sans restriction est une méthode généralisable.

Exemples de méthodes de déduction

Nous allons tout d'abord donner la définitiocn du concept de
"subsumption' dont l'utilisation peut &tre efficace mais difficile &
manier sans faire intervenir la notion de stratégie. Voir 3 ce sujet
la thése de Kowalski (KOWALSKI-3)

DEFINITION I.5.2
Une clause est dite taUtologie lorsqu'elle contient 2l1ittéraux
complémentaire L et L. Une telle clause est toujours satisfaite
par n'importe quelle interprétation.

DEFINITICN I.5.3
On dit que la clause C subsume la clause D ssi il existe une
substitution gy telleque

Cgg £ D

PROPOSITION I.5.1
Soient S un ensemble de clauses, C et D deux clauses de S
Tfelles que C subsume D. Alors S est gquivalent au systéme

5'=g -1 p}
Autrement dit on peut toujours dans un systdme supprimer une clause qui
€5t subsumée par une autre.
En effet, soit I une interprétation qualconque, C la :lause qui subsumeD

(C go =D)

S1 I satisfait S alors I satisfait St puisqﬁe St < 3.
Réciproguement si I satisfait §' alors I satisfait C done pour toute
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instance terminale Co de C Co NI+ &
Soit alors D Oune instance terminale de D, COg0 est une instance
terminale de C et

COp0 & Do domc (Cop0) M I <D0 or Cou0 #¢ donc DO #¢

donc I satisfait D..
Donc si I satisfait S' il satisfait également S.

En fait ce théoréme ne peut €tre utilisé qu'avec précaution pour une
stratégie donnée car la suppression dlune clause risque de nuire 3
la complétude d'une néthode de dé&duction.

Donnons maintenant guelques exemples de méthodes de déduction.
La pluspart permettent d'éliminer les tautologies. Nous ne donnons
ici que des méthodes complétes et généralisables.

DEFINITION I.5.4: Ensemble de support (WOS,CARSON,ROBINSON-2)
Soit un ensemble de clauses insatisfaisable, Sy un sous-
ensemble satisfaisable.(S-Sy est 1'ensemble de support)
Une dérivation D, est admissiple pour 1'ensemble de support ssi
aucune clause dans an'est une résolvante de deux facteurs
de clause de Sg-

C'est a dire qu'aucune clause de p n'est dérivable qu'd partir de Sg
seulement. Le défaut de cette méthode est qu'il. limite uniquement ZIe
nombre de clauses du ler niveau et qu'il peut &liminer des preuves
simples, en particulier les preuves utilisant des lemmes.

En effet en général S, consiste en un ensemble de "postulats" ‘

et 8-Sy en la négation du théoréme 4 prouver A partir des postulats.
Si on considére qu'un- lemme ‘sst une clause dérivable 3 partir des
postulats uniquement, il ne pourra jamais apparaltre dans une dérivation
admissible pour une méthode d'engemble de support.

Cependant il semble quand méme que le théordme 3 prouver contienne quelques
informations et qu'il est naturel de l'utiliser au départ.

I1 faut ajouter que l'ensemble de support peut &tre ajouté 3 un certain
nombre ‘de méthodes de déductions sans perdre la complétude

DEFINITION I.5.5: Pi-dé&duction (MELTZER ~-1)
Une dérivation est une Pl-dérivation quand chaque resolvante
a8 un parent positif (sans littéraux négatifs).

g‘est une méthode plus restrictive que l'ensemble de support et qui
elimine des ta .tologies au niveau terminal.



DEFINITICN I.5.6: m-factorisation (ANDREWS-1)
Soit C une resolvante.Un m-facteur de C est un facteur de C qui
unifie seulement 2 littéraux de C venant de parents distincts.

Une dérivation R est admissible par m-factorisation ssi toute
clause de p qui est un facteur d'une resolvante est un
m-facteur de cette resclvante.

Cette restriction sur la factorisation n'a bien sur aucun effet au
niveau terminal, mais elle permet au niveau général d'éviter des
redondances inutiles.

En outre toute dérivation terminale R' est généralisable par une dé-
rivation admissible R telle queg,pour toutes clauses C et C' de R et R
correspondantesC et C' ont la meéme longueur.

DEFINITION I.5.7:Dérivations linfaires (LUCKHAM-1)

On appelle dérivation linéaire 3 partir d'un ensemble de
clause S, toute dérivation R,

Rf(Cl,.... ,Cn) telle que Cl,....',Ck facteurs de clauses de S
et Ci+l:facteur d'une resolvante de Ci et de C, avec
je i Vi € {k+1,....,n} .

C. est le parent immédiat de C. ..
. . i+l . .

C. est le parent lointain (siKg j< 1) ou le parent

d entrée (j«<). Dans le ler cas la resolution est dite

ancestrale, dans le second d'entrée.

On peut représenter une telle dérivation par un graphe de la forme
suivante:

J,/

k+1

i Cn—l admet un parent ancétre Ck+2

] -
Cn admet un parent d'entrée Ck—l
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Dans une telle dérivation on p2 resoud une clause gqu'avec un facteur
d'une clause de départ ou un facteur d'un ancétre de la clause.

Une telle méthode permet tout d'abord de générer des preuves de plus
simples complexités. Elle est en outre assez naturelle car la plupart
des raisonnemenis se font de la sorte.

Elle admet en outre un ceritain nombre de raffinement qui permettent de
limiter encore le nombre de clauses généreég

La méthode que nous utilisons dans le programme OEDIPE, SL-rescolution;
est une restriction de ces méthodes.

SL-resolution

Nous donnerons des régles de déductions utilisdes, les démons-
trations de cette méthode due’d Koxalski se trouvant dans (KOWALSKI et
KUEHNER-1). En fait dans cette méthode les clauses sont décrites non pas
sous forme ensembliste mais sous forme de listes ordonnéesde littéraux.

On distingue en outre 2 sortes de littéraux: les A-littéraux
et les B-littéraux, les premiers &tant notés entourés d'un carré.

Exemple:
P(x,y) [Q(Y)i R(z)

Les A-littéraux sont en fait des littéraux que l'on a déja résclus
mais que l'on conserve en les recoplant. Ceci permet d'effectuer les
resclutions d'une clause avec un anc@tre sans avoir besoin de chercher
cet ancétre.

4 opérations sur une "pseudo-clause! pauvent &tre effectuées:

Expansion (resolution avec une clause d'entrée)

Reduction (m-factorisation et resolution avec un ancétre)
Tronquation (suppression des A-littéraux inutiles)
Selection (choix d'un littéral qui sera résolu)

Les B-littéraux les plus d gauche sont les plus récents, ceux a
droite les plus anciens.

Le principe de base est le suivant: on selecte un littdral que l'on
¢ssale de resoudre sans intervenir sur les autres

Une chaine d'entrée est un facteur d'une clause d'entrée.

Le B-littéral le plus 3 gauche est le littéral sélectéd.

Voici les opérations possibles sut une clause C:

Cor
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- Expansion: Le littéral L le plus d gauche (selecté) de C est un
B littéral unifiable avec la complémentaire d'un
littéral T' d'une clause d'entrée C', 0” &tant le p.g.u
de I et Lt
L'expansion D de C et C' est la clause obtenue en
‘ajoutant 3 gauche de Co la clause (C'-{L'}o ,
et en entourant le littéral L qui devient un A littéral

- Tronquation: Le littéral le plus & gauche de C est un A 1il.éral.
La tronquation de C est la clause obtenue tous les
A littéraux les plus & gauche de C et en sélectant
un nouveau littéral parmi les B littéraux les plus

34 gauche de la clause obtenue.

- Réductions: Le littéral le plus 3 gauche de C est un B-littéral.

: Parmi les B-littéraux les plus & gauche il en existe
un, L, qui est unifiable avec un littéral complémentaire
d'un A-littéral de C ou avec un littéral qui est un
B-littéral de C. Si ¢ est leur p.g.u on crée alors
C' en enlevant L & Co .

DEFINITION I.5.8
Une dérivation R:(Cl,...cn) de pseudo-clauses est une S-L déri-
vatlon ssi

(1) C; est une chaine d'entrée de l'ensemble de support
PP

(2) C..q est obtenus de C. par une des 3 opérations: expan-
sion, reéduction, tranguation.

(3) Deux littéraux de C, d des places distinctes n'ont pas
le méme atome (sauf si C, , est une reduction de c;)

(4) Une reduction ne peut suivre une tronquaticn

En outre la chaine C; peut &tre dans un ensemble de support
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i "E Voici un exemple:
1 P(£(a),z).R(z,x) 4 P (x,y).D(x,a)
q—‘_‘—.—_-"——.__._'“
2_P(x,x).R(x,£(a)) 25"y | PE@) LYY B(Ea),a) exp.

6 F(£(a),£(a))  R(s(a) . 5a))| - [P(F(@),7(2))].Dl(a),a)  exp.
~

\\\k‘*ZLR(f(a),f(a))’.IP(f(a),f(ajj].51f(a),a) red. (anc)

Sqilf(x),x) _ >8 D(f(a),a) trong.

— E@ -

‘———________—“
10 o trong.

Les clauses d'entrée sont les clauses 1,2,3 et U

I.6 STRATEGIES

Etant donnée une méthode de déduction compléte il s'agit,
parmi l'ensemble des clauses déductibles par resolution et factorisa-
tion, d'un ensemble S de clauses insatisfaisable, de trouver la
clause vide. Il faut pour cela utiliser une stratégie qui soit com-
pléte. La notion de stratégie de recherche dans les graphes a &té
étudiée entre autre par Hart, Millson et Raphael ( HART ,MILLSON ,RAPHEL-1).
Kowalski a repris ces notions pour les graphes de résolution. (XOWALSKI-2)

Graphes relatifs 3 une méthode de d&duction.

Soit S un ensemble de clauses, ¢ une méthode de déduction.
Soit G l'ensemble des ¢ dérivations d partir de S.

DEFINITION I.6.1

Le graphe des ¢ dérivations d'un ensemble de clauses S est
1l'ensemble des dérivations d partir de § muni de la relation
> définie par:

n1 €nz ssi ni est une sous-dérivation de n»
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Il est évident qu'un tel graphe est en général infini.
Cependant 3 chaque % dérivation n € G on peut associer un nombre
unique, fini; niveau (n) tel que:
n € S = niveau{n)=0
n € S = niveau(n)=max{niveau(n')/n’ sous-dérivation immédiate de nl}+1
Une sous dérivation (immédiate) de n sera appelée ancétre (immédiat) de n.
81 S est fini alors {n € G tels que niveau(n)=K} est fini vV KEN.
De méme l'ensemble des ancdtres d'une dérivation est fini.

En fait une dérivation ne peut avoir que 1 ou 2 ancétres immddiats:

1 anc&tre seulement : factorisation
2 ancétres : résolution

Nous &tiquettercns chacune des dérivations du graphe par la clause
qu'elles dérivent.

Voici un exemple de graphe (non termind) ou chague noeud est &tiquettéd
par une clause:

niveau 0: n;:{P(x,a),P(a,x)} ny:{P(a,a)} n3: {P(x,y),R(t,x)}
f} \_"—'37?‘:‘_'--»_%__*___“““ . \ _ P

-

_*_‘q—*—ﬁ
a,a)

§=E;? } 17:{P(X,a),R(x,a)}

\\

niveau 2: n7:0 '\ing:{R(a,a)}

ng?fgia,x),R(a,x)}

On est souvent amené & définir le cout d'une dérivation. Ce peut
&tre par exemple le niveau de la clause qu'elle dérive, ol le nombre
de substitutions effectudes ou une "complexité" plus élaborde comme
le nombre de symbole qu'elle contient,etc...., .

On recherche alors une solution (la clause vide) qui soit une réfuta-
tion de coflit minimal. Voici la dé&finition formelle donc d'un probldme
de démomstration automatique:
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DEFINITION I.6.2
Un probléme de démonstration automatique (relatif 3 une

méthode de déductiong ) est un quadruplet
! P=(G,g ,F,g)

ol G est la graphe des ¢ dérivations 3 partir d'un ensemble
i de clauses § insatisfaisable

: & est la relation de sous—-dérivation

P est l'ensemble des réfutations 3 partir de S {dérivation
de clauses vides)

g:G » R+ est une fonction cofit telle que:

VY n,n' € G ngn’' = g(n) g gln')
Une solution 3 un tel probléme est de construire un algorithme ¥ qui
génére 3 partir des noeuds de niveau 0 (ensemble qu'on appellera Fs)

un noeud de F qui soit de colt minimum. On ne peut bien sur cons-
truire un noeud du graphe qu'aprés avoir généré tous ses ancétres.

Stratégies de recherche

Une stratégie de recherche pour un probléme P est une fonction
Z : P(G) - P(G) des parties de G dans l'ensemble des parties de Q.
Si pour chaque &tape i on appelle ¥ . l'ensemble des noeuds déja
générés avant la (i+1)dme &tape ety . l'ensemble des noeuds condidat 3
la génération de la (i+1)3me étape, 1 ensemble des candidats est_*'en-
semble des noeuds successeurs de nceuds de Zi et des noeuds de Ei_
sauf ceux dé&3ja générés.
On aura donc:

1

Zp =¢ fo:Fg l'ensemble des candidats & 1a lere
étape est l'ensemble des noeuds de

= t )
Zi+l Ei g Z(Zi) niveau 0

~t
1417 ({n G tels que les ancétres immédiats de n sont dans zi+1}U'zi)_Zi+l
et (L) < ¥,
i i

L'ensemble Z(Zi) est l'ensemble des noeuds générés 3 la (i+1)8me étape.

Clest § dire que Zparmi les candidats possible en sélecte certain, les
dutres restant candidats pour les é&tapes futures. '
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DEFINITION I.6.3

Une stratégie I esg compléte pour un probldme P ssi
G= .U z,
On dit que £ s' arrege a l'etape i> 0 ssi:

F N Zl 1 =¢ et ( Ff1Z #¢ (solution trouvée)

‘OU
! Zi-zi—l Fpas de solution)

DEFINITION I.6.4

Une stratégie I est admissible pour un probléme P ssi elle est
compléte pour P et si elle s'arr@te sur une solution n* de
colt minimald si P admet une solution (T xd )

e F ﬂ.Zi Fﬂ.Zi_l: P et nEF = g(nx)s g(n)

Mérites

DETINITION I.6.5

Soient=% une relation réflexive sur G et totale (mérite)
Une stratégie de recherche I est compatible avec § ssi:

T+ Y
Zti>0 LE T (%) %9

t 13 5
7 EZ(Zi) = néll Yo'é ¥ 3

C'est 3 dire que les noeuds générés sont parmi les candidats de
meilleur mérite.

DEFINITION I.6.6
Un mérite 4 est$ fini ssi Vn € G ,n" €6/ n { n} est fini

THEROEME I.6.1

Soit P un probléme, 4 un mérite § fini sur G, ¥ une stratdgie
de recherche pour P. Alors

Zeompatible avec % = ¥ complet pour P

Fonctions heuristiques-Stratégies diagonales

Soit P=(G, £,F,g) un probléme i couts positifs. Une fonetion
heuristique h est une fonction: h:G+ R qui est une estimation pouw

B3 . -
chaquie n e G de g(n*)-g(n) ou n° est une solution ayant n comme anc&tre.
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ponc f(n)zg(n)+h(n) est uneestiyation de g(n*)
On prendra en fait h de telle sorte que :

vi¥e T oy n= gd-gh) 30 30
donc * "
f(n) < g(n) et hin )=0

Le principe de 1l'utilisation d'une telle heuristigue est qu'il n'est pas
bescin de générer un noeud n si on peut générer un noeud n' tel que

f(n') < f(n)

DEFINITION I.6.5
Le mérite 4 associé & une heuristique h dans un probléme P

est défini par
ni{ nz ssi {f(n1)=f(nz) et h(nj) Sh(nz)} ou
f(ni1} < f(n2)

Une stratégie I pour P est une stratégie de diagonale mon-
tante pour P et pour l'heuristique h ssi

¥ est compatible avec 4
Lz terminologie de diagonale provient du fait suivant:

Si on organise le graphe sous forme de cellules d'un tableau T i deux
dimensions, T(i,j) étant l'ensemble des noceuds n tels que g(n)=i et
h(n)=j, 1'ensemble des nceuds ayant méme valeur pour f sont sur une
méme diagonale.

: 1 b i/ & LA ¥ Z génére donc des noeuds de G
en les placant dans la case cor-
respondante du tableau

-0
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gi £ est croissante pour € c'est & dire si on a m1 € nz = f(m) € f(n3)
alors £ va parcourir les diagonales f+g= constante, successivement

de la diagonale 2 & n,n+l,..... ’

fn effet si £ est compatible avec:g alors I ne peut générer 3 une

étape donnée que les meilleurs candidats.

Supponsons que Z génére n € G & 1'étape (it+l). Donc n est un des

meilleurs candidats c'est d dire que

von'eE ¥ 5 n< n' donc £(n) € f(n'). Donc tous les candidats,
c'est a4 dire tous les successeurs nen encore générés de points déja
générés sont sur des diagonales plus grande que celle de n..

Donc dans les &tapes suivantes I ne générera plus aucun é&lément sur
une diagonale plus petite gque celle de n.

Donc en fait X sature les diagonales les unes aprés les autres. -

Si 4 est § fini ces diagonales ont un nombre fini d'éléments et l'en-
semble de diagonales meilleures que d diagonales données, est fini
quelquesoit d.

En outre pour que L soit compatible avec £ on doit respecter le prin-
cipe suivant:

8i f(n)=d est si n' est un successeur immédiat de n tel que
f{n')=f(n)=d on a alors

h(n)+g(n)=h(n"d+g(n') or gln) ¢ gln') donc hinlg hin'} et
n«Ln'

donc si Z génére n 4 1'étape i, il faut qu'il génére a 1'étape (i+1),
parmi tous les successeurs immédiats de n qui sont candidats, ceux gui
sont sur la méme diagonale que n, et qui ont une heuristique h minimum.
De plus lorsque les diagonales précédent la diagonale d ont &té saturés,
L doit générer les candidats qui se trouvent sur d et qui ont 1l'heuris-
tique la plus petite. D'ol le terme de stratégie diagonale mentante.

parcours de I dans la géné-
) fﬁi- ,// f. | vation de noeuds de G

o
>

y lorsgue I est compatible
//// avec £ associé 3 h,
que f est croissante
et que #é estd fini

i

2N
A
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Voici le théoréme qui exprime 1'optimalité des stratégies diagonales:

THEROEME I.6.2 .
Soit P=(G, € , F,g) un probleme, h une fonction heuristique,
h:G + R, telle que ‘

(1)V o€ ¢ hi(n) g g(n®)-g{n) Vv nte F, n g n¥

(2) éfini
Si £ est une stratégie diagonale montante pour P et h (c'est
3 dire compatible avec le mérite £ associé a h) alors:

T est admissible pour P

(c'est 3 dire que si T est non vide,XZ s'arréte sur une solu-
tion de colt minimal)

Ce théoréme est une spécialisation aux graphes de résoluticns, du
théoréme de Hart, Millson et Raphael.(HART-niLtzond RAMHAEL -4)
T1 a été introduit sous cette forme par Kowalski (KOWALSKI-2)

Ce théordme nous assure donc de l'optimalité d'une stratégie respectant
les conditions annoncées. La fonction heuristique et la stratégie uti-
~

1isé dans le programme OEDIPE obéissent & ces relations. Nous les
expliciterons dans le chapitre IIT.

Ce tour d'horizon des principales notions de bases utilisées en
démonstration automatique va nous permerttre de dé&finir et de propo-
ser une solution efficace au traitement de 1'égalité formelle d'une
‘part {ce qui nous ferons dans le chapitre II) et de donner les dif-
férents algorithmes qui ont permis 1'implémentation sur machine d'une
méthode de dé&duction et d'une stratégie de recherche des problémes
utilisant 1'égalité formelle.
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Chapitre II

DEFPINITION et TRAITEMENT
de L'EGALITE FORMELLE

Nous allons introduire dans ce chapitre la notion d'égalité
formelle et expliciter son traitement automatique dans le cadre des
méthodes de déductions dérivées de la résclution.

La nécessité d'introduire un tel prédicat (notés) ainsi
que les axiomes qui lui sont attachés nous sont apparus pour plusieurs
raisons.

La premiére était d'éviter l'emploi de 1'égalité classique dont le
tpraitement, pourtant amélioré par des méthodes telles que paramo-
dulation (ROBINSON et WOS-2), reste encore peu efficace.

L'égalité formelle n'a pas toute la puissance de 1'égalité logique
mais elle permet tout de méme de résoudre un certain nombre de pro-
blémes se rattachant aux domaines les plus divers.

La deuxiéme est que le traitement que nous proposons est extréme-~
.ment simple & implémenter sur ordinateur (on peut dire qu'il est en
quelque sorte. déterministe) et gqu'il est compatible avec la plupart
des méthodes de déduction.

La troisiéme raison enfin est que l'utilisation de ce pré&dicat per-
met d'améliorer l'efficacité des démonstrateurs =n empéchant la
génération de clauses inutiles ou redondantes (en particulier les
redondances dues au fait que deux clauses peuvent avoir des instances
communes ) .

Nous intreduirons dans le programme 1 les axiomes de l'égalité for-
melle et la notion d'interprétation injective qui leur est attachée.
Le paragraphe 2 décrit la méthode permettant d'éliminer tous les
littéraux négatifs, de la forme & = B , d'un ensemble de clauses.
Le paragraphe 3 sera consacré au traitement d'un ensemble de
clauses n'ayant plus de littéraux négatifs &galitaires.

Les théorémes que nous démontrons dans ce paragraphe permettent

de traiter automatiquement les axiomes de 1'égalité formelle &
partir de n'importe quelle méthode de déduction compléte et généra-
lisable., Il suffit pour celd d'ajouter une régle de contraction et
une condition sur les dérivations admissibles (suppression des i
tautologies). Une seule condition est imposée pour cobtenir la com-
plétude : c'est que l'ensemble de clauses considéré ait au moins un
symbole fonctionnel de rang N 20 1

Le dernier paragraphe traitera enfin de 1l'utilisation de 1'égalitéd
formelle en démonstration automatique.
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1. SYSTEMES INJECTIFS

Les axicmzs a&finissaat 1f&€galité formelle gue nous alicrs
introduire permettent de dire gqus intuitivement une interprétation
ne peut les satisfaire que si et seulement si deux &léments distincts
de H (univers de Herbrand) sont interprétés par deux individus dis-
tincts. Autrement dit si & et 8 sont deux &léments de H, alors le
littéral © = B n'est satisfait que ssi o et Bsont deux '"mots!
égaux.

Intevprétations injectives

Dans ce chapitre nous noterons les littéraux égalitaires
(ayant s comme symbole relationnel) non pas sous forme fonctionnelle
mals sous la forme

DEFINITION II.1.1 ,
Soit & un ensemble de clauses, ¥ un des symboles relationnels
de S. Une interprétation de Hevbrand I est dite injective ssi:

Vvt € H, vt' € H (tzt") € 1T & +t=t!
Une telle interprétation sera également appelée une i-inter-

prétation.

PROPOSITION II.1.1
Soit I une interprétation. I est une i-interprétation ssi pour
tous termes de l'univers de Herbrand, t et t', on a:

(1) t=t' = (tz=t')Y € I

(2) t £ t' = (tst") € I
En effet I &tant une interprétation (t=t') € I « (tst') & I
DEFINITION II.1.2

Un ens=amble de clauses & est i-satisfaisable =931 11 exicte

une i-interprétation qui le satisfait et i-insatisfaisable
dans l= cas contraire.
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Systémes injectifs

Nous allons définir maintepant axiomatiquement 1'égalité
formelle.

DEFINITION I.1.3
Un ensemble de clauses S est dit injectif ssi i1 contient

1'ensemble des.clauses suivant,ou x,xq,....,xn,y ,....,yn
désignent des variabiles.

(1) {x3x}

(2) {f(xl,...,xn);g(yl,....,ym)} pour tous symboles fonc-

tionnels distincts £ et g
de S, d'ordre n et m > 0.

(3){f(x1,....,xk,...,xn):f(yl,...,yk,...yn),(xk:yk)}

Four tout symbole fone-

tionnel f de g d'erdre

n 21 et pour tout

K€ {1,....,nL
L'ensemble de ces clauses constitue les axiomes de 1'égalité
formelle et sera noté AX(s).

Notons que parmi iesg axiomes (2) figurent ceux ofi £ oy g sont des
constantes (npu m=Q).

Ces axiomes expriment en fait 3 quelle condition deus termes t' et t

p.différents) par toute
instantiation par une méme substitution ¢ . Voici un exemple:

S:{ C13C2503,CQ,C5,CS,CT}
C1={R(x,x),R(a,a),(x=a)} C2={P(a,f(x,y)),GTX),E(xsy)s(x;y)}

Cs={(asf(x,y )} Cy={{f(x,y)za)}

Cs={(f(x,y):f(x',y')),(x:x')}

Cs={(f(x,y)¥f(x',y')),(y;y')}
Cr={(x3))

Iei {C3,C4} constitue l'ensemble des axiomes de type (2).
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{C5,Ce} constitue celui des axiomes de type (3).
C7 est l'axiome (1).

On peut remarquer que l'ensemble de ces axiomes est défini de manidre
unique par la donnée de l'ensemble T des symboles fonctionnels de S.

THEOREME IT.1.1
Soit S un ensemble de clauses injectif, AX(S) l'ensemble des
axiomes de 1'égalité formelle.
Soit I une interprétation de Herbrand de S. Alors:
I injective = I satisfait AX(S)

DEMONSTRATION DE «
Soit I une interprétation qui satisfait AX(S).Montrons que I est in-

jective (Prop.II.d.1):

Soit t € H quelconque. I satisfait toute instance terminale

de l'axiome (1) donc (tst) € I. :

Done tzt' =» (tst') €1

Montrons par récurrence sur la longueur de t et t' que:

¥ t,t' € H Tkt = (tst') € I.

Soient t et t' distincts.

Si t (resp.t') est de longueur 1 alors t(resp.t') est une
constante. Done pulsque t et ¢' sont distincts

(tst') est une instance d'un axiome de type (2)

Donc (tst') € I.
Si t et t' sont tous les deux de longueur 2 alors:

TEF(Uy peccecnns un) et t'=f'(u'1,.....,u'm).

or t # t'= £ % f' ou (f=Ff' et 3k € {1,....,n} tel que My ¢u'k)
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gi f % f' alors (tst') est une instance de (2) donc (t=t') € I
si  f=f! et]ﬁ(#p'k alors d'aprés l'hypothése de récurrence
(uk;p'k) € T puisque la longueur de uk(respdeu'k) est plus petite
que celle de t (resp.t').
Donc puisque {(t:t'),(uk;u'k)} est une instance de (3) et que
-y . T+=tr1
(ukru k) £ I, on a: (tst') € I.
donc Vt € HVt'€EH + # t'=(tst’) €1
DEMONSTRATION DE = :
Montrons que toute i-interprétation de S,I, satisfait AX(S).
Seit (t=t') une instance terminale de l'axicme (1).
D'aprés iIl.1.1 (tst') € I donc cet axiome est bien satisfait par I.
Soit {(tst')} une instance terminale d'un axiome du type(2)
avec t=f(t1,....tn) et timg(t'i,eean, t'n).
=3
f+g onaalors t % t' donc d'aprés 11.1.1

(t3t') € I. donc tous les axiomes (2) sont satisfaits par I.

Soit C={(F(F17.. - ..t 7T = rtt'l,....,tf;j),(ti:t'i)} une
instance terminale d'un axiome ta).

Soient t:f(tl,....,tn) et t'=f(t'1,....t'n), t €H et t'€H
=51 t; #t', alors t # t' done TFET €I domc CN T #b
ol —+1 =t
8i t,=t'. alors (ti t l) €I donc CNIFo
Donc toute instance terminale d'un axiome (3) est satisfaite par I.
PROPOSITION I.I.2
Soient t et t' deux termes (non nécessairement terminaux)

non unifiables. Alors la clause unitaire C={t3t"lest logi-
quement d2ductible des axiomes de 1'égalité formelle.
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En effet soit I une interprétation qui satisfait AX(S), c'est donc
une .i-interprétation quelconque.

Soit Cy une instance terminale quelconque de C, CO ={to st'o}.
Comme t et t' ne sont pas unifiables

td %+ t'c done {to st'c} €I donec Co N I+ ¢ donc
I satisfait C.

Nous avons vu que les axiomes de 1'égalité formelle sont dé&finis par
la seule donnée de l'ensemble F des symboles fonctionnels de S. Cette
remarque et le théordmelIl.l.l conduisent a la définition des
"gystémes injectifs".

DEFINITIONS I.1.4
On appelle systdme injectif tout couple (Sg,F) ol Sg est un
ensemble de c¢lauses et T est un ensemble de symboles contenant
l'ensemble des symboles fonctionnels de $,Fg -

A tout couple de cette sorte on peut associer de maniére
unique en ensemble injectif de clauses S tel gque:

(1) $= So U AX(S)
(23 F est l'ensemble des symboles fonctionnels de S

Réciproguement, S étant un ensemble injectif de clauses,il
existe un couple unique (Sp,F) qui vérifie (1) et (2).

Notons qu'a priori l'ensembie Fg des symboles fonctionnels peut €tre
distinct de F. En fait F défini également l'univers de Herbrand dans
lequel on considére les interprétations .

Lorsque nous parlerons d'interprétations de Herbrand d'un systéme
(S0,F) injectif l'univers considéré sera H défini par F (qui éven-
tuellement pourra contenir d'autres symboles que ceux de Sp ).
Exemples: Soit (Sp,F) le systéme suivant injectif:

Se ={C1,C2,C3} , F={a,b,f} avec

C1={P(x,y),P(a,a),xsy} C2={Q(b)} c3={P(a,b),Q(a)}

l'ensemble de clauses S injectif qui lui est associé est le suivant:

8=So U AX(S) avec AX(8)={ axiomes de 1'égalité formelle défini par F}



DEFINITION I.1.5

s

Un systéme injectlf (So,F) est dit i-insatisfaisable ssi
1tensemble S est i-insatisfaisable (pour toute les inter-
prétations dans l'Univers de Herbrand défini par F).

THEROEME II.1.2
Soient (So,F) un systéme injectif et S 1'ensemble de clauses
injectif associé.
Alors:
S insatisfaisable « (S¢,F) i-insatisfaisable

g=S, U AX(S) ol AX(S) est l'ensemble des axiomes définis par F.
Soit H l'Univers de Herbrand de S.

DEMONSTRATION DE = :

Soit S insatisfaisable. Soit I une i-interprétation de Sg
dans H. I ne peut satisfaire Sp puisque S¢ < S. Donc Sp est i-insa-
tisfaisable.

DEMONSTRATION DE <

Soit I une interprétation de S dans H. 5i I satisfait AX(S)
alors I est une interprétation injective donc ne peut satisfaire Sp
donc I ne peut satisfaire S.
Si I ne satisfait pas AX(S) alors I ne peut satisfaire non plus 5.
Dans les 2 cas S n'est jamais satisfaite par I si (S9,F) est i-in-
satisfaisable.

Donc tester si un ensemble de clauses Sg U AX, ol AX est l'ensemble des
axiomes de 1'égalité formelle (pour tous les symboles fonctionnels au
moins de Sp) est insatisfaisable revient 3 tester que l'ensemble Sa

est i-insatisfaisable pour toutes les interprétations de Herbrand

dans 1'Univers H défini par T ensemble des symboles fonctionnels de

S U AX.

La donnée de F est importante car par exemple 1'ensemble Sp sulvant:
so={{P(x),P(a)} , {xsy,yvz,x7z}}

est i-insatisfaisable si 1'on prend pour ensemble F, F={a,b,c} mais
est j-satisfaisable si 1l'on prend r={a} .

En effet dans le premier cas la clause C={xzy, y=z, %7z} admet comme
instance terminale dans l'univers de Herbrand Hy={z,b,c} la clause C;:

Ci1={asb, bzc, azc} qui est i-insatisfaisable.



Par contre dans le second cas la seule instance terminale de C dans
1'Univers de Hp={a} est

cz={aza, ara, aral qui est 7 -i-satisfaisable.

Le paragraphe que nous allons maintenant &tudier est consacré 3
1télimination des littéraux égalitaires négatifs d'un systéme de clauses
injectif. Lorsque nous parlerons d'une i-interprétation de clause
cette interprétation aura toujours comme Univers de Herbrand un ensemble
de termes définis 3 partir d'un ensemble de symboles fonctionnels
contenant ceux de la clause ou de l'ensemble de clauses. (ceci en a
accord avec les définitions II.l.4et I1.1.5)

2.TRANSFORMATION D'UN SYSTEME INJECTIF EN UN SYSTEME i-PQSITIF

i-1ittéraux

DEFINITION II.2.1
Soit C une clause et L un littéral de C.
L est un i-littéral de C ssi L est de la forme tst' (resp.tszt').

C est dite i-positive ssi elle ne contient pas de i-littéraux
négatifs et i-vide si elle ne contient aucun i-littéral.

Un ensemble de clauses S est i-positif ssi toutes ses clauses
sont i-posttives.

Un systéme injectif (S¢,F) est i-positif ssi Sy est i-positif.
La partie égalitaire d'une clause est 1'ensemble de ses

i-littéraux.

i—tautologies

DEFINITIONS II.2.2
Une clause contenant un 1ittéral du type tst' ol t et t' ne sont
pas unifiables est une i-tautologie négative.
Une clause centenant un littéral du type tst est une i-tauto-
logie positive. '

PROPOSITION IT.2.1

Toute clause C qui est une i-tautologie positive {resp.négative)
est satisfaite par une i-interprétation quelconque.
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En effet si C est une i-tautologie positive elle est subsumée par
J'axiome {x=x} .

gi C est une i-tautologie négative alors C=D U {t t' ol t et t' ne
sont pas unifiables.

Donc C est subsumée par une clause du type {T¥Ttt}avec t et t' non
unifiables. Or d'aprés II.1.2 une telle clause est logiquement dédu-
ctible des axiomes AX(S) sonc C également.

Contraction positive d'une clause

DEFINITION II.2.3 _
Soit C une clause. On définit récursivement une contraction
positive de C de la maniére suivante:

(1) C est une contraction positive d'elle-méme.

(ii) Si C' est une cont.pos. de C et si C'' est une cont.pos.
de C' alors C'' est une contraction positive de C :

(iii) 8i (T1=tz) € C avec t1 et tz unifiables, 0 un de leur
p.g.u alors:

c'=(C-{t15t2}) 0 est une contraction positive de C.
Voici un exemple: C={x+f(y),yva, P{x,y),R(x)}
Ci={y=a, P(£(y),¥),R(E(yN} C2={x3£(a), P(x,a),R(x)}
C3={P(f(a),a),R(f(a))} sont des contractions positives de C.
PROPOSITION I1.2.2

Soit C' une contraction positive de C. Alors pour toute

interprétation injective I

¥ satisfait C ssi I satisfait C!

En effet soit ©=D U {tst'} et C'=Dg ¢ étant un p.g.u de t et t’
DEMONSTRATICN DE = :

C' est une résolvante de C et de l'axiome {xsx} donc toute
i-interprétation I, puisqu'elle satisfait cet axiome, satisfait

également C' si elle satisfait C (puisque la résolution est une régle
de déduction consistente).
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DEMONSTRATION &
Soit I une i-interprétation qui satisfait C' et seoit Coa
une instance terminale gquelconque de C

-ou bien 3K telle que 010 .K auguel cas

Co1=C0.X =Dg.K U {(x#t")o.K}

=

or DO.X est une instance terminale de C' donc DG.K N i # ¢ et donc

Cop NL=#¢

-ou bien V¥K 0:1#0.K auquel cas, d'apr2s le théoréme I.3.1,
toy #t'01 donc (t¥t')oy €1
donc Co1 NI # ¢

dans les deuxr cas CoU; est satisfaite par I, cecl VCO instance
terminale de C donc C est satisfaite par I

PROPOSITION II.Z2.3
Toute clause C admet une contraction positive C' qui est soit
une i-tautologie négative, soit une clause i-positive, et
qui peut &tre obtenue a partir de C par un nombre fini de
contractions du type (iii)

Montrens le peu de récurrence sur le nombre de i-littéraux négatifs
- 1(¢) de C.
-si 1{C)=0 alers C'=C et C' est une clause i-positive

-supposons la propriété vraicpour les clauses telles que 1(C) < n (n> 0)

-Soit ¢ une clause avec 1(C)=n > L.

ou bien C est une i-tautologie négative auquel cas C'=C

ou bien It et t' tels que tst' € C avec t et t' unifiables, ¢ un de
leur p.g.u.

Soit C"=(Cc-{tst'}) . C'est une contraction positive de C et 1(C") < n
denc .C" admet une contraction positive C' qui est une i-tautologie
n?gétlve ou une clause i-positive.

C' &tant une contraction de C le théordme est donc démontré.
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THEOREME II.Z2.1
Soit (So,F) un systdme injectif. Alors il existe un systéme
injectif (S'p,F) qui est tel que :
(S¢,F) i-insatisfaisable ssi (S'¢,F) i-insatisfaisable

-=S0it ¢ € Sp - 3 ¢ (c) clause i-positive ou i-tautologie qui est une

contraction de C. ‘
-80it 8¢ = {p(c) telles que @(c) i-positivel}
montrons que Sy i-satisfaisable # S'p i-satisfaisable

= Soit I une i-interprétation qui satisfait So. Soit (c) € 8ty
d'aprés la proposition I1.2.2 comme c est satisfait par I, o(c) l'est
&galement. Donc S'p est satisfait par I

- Soit I une i-interprétation qui satigfait S's. Soit € Sy
quelconque. Su bien @¥(c) est une tautologie négative auquel cas

@ (¢) et done  est satisfaite par I (porposition II.2.1).

Cu bien (c) n'est pas une 1-tautologie négative. Donec ¢ (c) € S'y

et @(c) est donc satisfaite par I.

© {c) &tant une contraction de €,C est aussi satisfaite par I.
Donc S¢ est satisfaite par T.

Lalgorithme pour passer d'un systéme injectif 3 un systdme i- positif
est trés simple:

pour chaque clause C on construit une contraction C' i~pesitive ou
i-tautologie par la méthode III.2.3. On remplace C par lz clause alors
obtenue en éliminant cette dernidre si c'est une i-tautologie.

En fait sans le programme OEDIPE oil se trouve implémenté le traitement
de 1'égalité fcrmelle, le soin est laissé & 1'utilisateur de faire
cette transformation,le principal intérdt de s vrésidant dans son utili-
sation dans les littéraux positifs.

Clest la seconce phase qui va &tre maintenant &tudide qui est de leoin
la plus importente dans le traitement de 1'égalité formelle.
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3 i-METHODES DE RESOLUTION DE SYSTEMES i-POSITIFS INJECTIFS

Une fois effectuée la transformation d'un systéme injectif
en un systéme i-positif (c'est 3 dire sans littéraux de la forme x=f)
par la méthode décrite précédemment on peut alors utiliser n'importe
quelle méthode de déduction ( §I.5) pour traiter ce systéme.

Le traitement automatique des axiomes de 1'égalité formelle (qu'onn'a
pas, bien siir, besoin dtintroduire dans l'ensemble des clauses de
départ) est fait grlce & deux opérations sur les clauses que. l'on
ajoute & la méthode utilisée: :

1) une opératicn de "contraction"™ qui consiste & &liminer d'une clause
tous les littéraux de la forme tst', ol t et t' sont deux termes non
unifiables.

5) une opératicn qui consiste d tester la présence d'un littéral de

la forme tst dzns la clause (et de considérer alors cette clause

comme non admissible).

A part ces deux opérations, la partie égalitaire des clauses n'inter-
viendra pas quelgue soit la méthode utilisge.

On peut donc voir que ces deux opérations sont vraiment. simples a
ajouter 3 1a méthode qu'on utilise et que a'importe quel programme de
démonstration automatique pourra traiter 1'égalité formelle de fagon
automatique moyennant un minimum de modifications.

Contractions

La méthode de déduction pour tester la i-insatisfabilité d'un
systéme i-positif peut &tre déduite d'une méthode de déduction quel-
conque compldte et généralisable a laguelle on ajoute une opération de
contraction

DEFINITION I1.3.1
Soit C une clause. On appelle contraction de C la clause
Cc'=¢-{L € C/L=(t7t') avec t et t' non unifiables}

Exenple:
C={P(x),Q(y) ,xs£(x)} c'={P(x),Q(y}}

PROPOSITION 1I.3.1

Soit C une elzuse et C' sa contraction. Alors YI i-inter
prétation
I satisfait ¢ # I satisfait C'

C' @ C donc C' suybsume C d'ol la démonstration < .



|
|

-53=-

D'autre part C' est obtenue 3 partir de C par une suite de resolutions
sur des clauses du type {tst"}lol t et t' sont non unifiables. Or,

d'aprés II.2.1 ces clauses sont des i-tautologies donc toute i-inter-
prétation qui satisfait C satisfait C'. D'ol la démonstration de =

i~dérivations 3 partir d'un ensemble de clauses i-positif

¢ étant une méthede de d&duction, une i-@p-dérivation est une @-dérivation
telle que les littéraux égalitaires ne sont ni résolus, ni factorisés
mais seulement "contradtdg" Nous allons donner ume définition précise

de cette notion et un exemple pour 1'illustrer.

DEFINITION II.3.2

Soit ¢ une méthode de ddduction,S un ensemble de clauses ot

S 1'ensemble des clauses parties non égalitaires des clauses
de S.

On dit que la suite D=(Ci,....,C_ ) est i-@-dérivation 3
partir de S ssi i1 existe une® -déduction D°=(C4,....C9)
ey s ~ n
a partir de 8, telle que:

(i)vi et,....n} C;, n'est pas une i-tautologie positive

(idvi e€fl,....n} €O est la partie non égalitaire de C.
i i

(iii) vi € {1,....n}

Si C¢ est un facteur de C° €§° (C° partie égalitaire
de CTE€S) alors Ci est la contraction d'un facteur del
(les littéraux factorisés étant les mémes dans C et Cco)

81 C¢ est un facteur d'une résolvante de €9 et (O
alors C, est la contraction d'un facteur d une resol-

vante d& C, et C,_ (les littéraux factorisds et résolus

étant les fMémes gans C? et Cj, Cﬁ et Ck )

On peut illustrer cette définition par les 2 schémas sulvants

Ftu‘&:;: N o] . Fur"fe o
L GESCTN L Caetour . J non e‘g.; ]
ot co tesoluaate C partin oo \ reselvonte
‘L cﬁ";;i-'/ ¥l k aen eg.ﬁ k
F eg° ‘ ¥ \l\'o
C ..,f"";;"‘ R R
1 facteur J’ fackeon
C! : cro
: — :
cm\‘l'mcﬁnnl 1 tﬂ\.lﬁt'%‘,ﬁm};e 1

O, mrien egoli
i




Donnons maintenant un exemple d'une i-dérivation
Soient C={0{x,y),Qy,x),Qy,z),xsy, x3f(z)}

D= {Q(a,b) } F= {Q(a,a)
E={Q(b,a) }

Considérons la i-déduction suivante:

Factorisation de C: Ch :ﬁj(z,y),Q(y,z), ZTY , z5f(z) }
contraction de CY4: C=TQ(z,y),q(y,2) ,27y }
resolution de C et D: €', ={Q(b,a),a=b}

contraction de C': c=b,a)}

. ~ . - O
resolution de 7, et E: % =

On peut remarquer gqu'en fait on résoud et on factorise les clauses
normalement sauf sur les i-littéraux. Ceux-ci servent en quelque
sorte "d'interdiction" pour certaines unifications.

Ainsi dans cet exemple les clauses F et C donnent comme resolvante
la clause quivante:

{Q(a,a),Q(a,2),a7a,asf(z)} qui est une i-tautologie donc qui ne peut

intervenir dars auvcune i-déduction.

On peut donc considérer que les i-littéraux positifs sont des restric-

tions aux quantificateurs universels.
Par exemple la clause C peut s'interpréter par:

¥ x Vy Vz sauf peut &tre pour x=y et x=f(z) on a: Q(x,y) v Qly,x) v Q(y,z)

On peut alors utiliser toute instance def ﬁ(x,y),Q(y,x),Q(y,z)} 3
condition que les conditions soient vérifiges.

Dans l'exemple la déduction D¢ associée 3 D=(C;,C2,C3,) est la suivante:

R°=(C®1,C°2,C%,) avec

C®1={z,¥),Q(y,z)} C°:={Q(b,a)} C°3= o
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THEOREME II.3.1
Soit ¢ une méthode de déduction compléte et généralisable.
Alors si (S,F) est un systéme i-positif, on a la propriété
sulvante:

Si (8,F) est i-insatisfaisable il existe une i-@-déduction
d partir de S d'une clause C dont la partie non égalitaire
est vide. C'est & dire que:

=

| ol i

-t 1 :
" {tirt i} avec t, # t', vied{1,...n}

ou C= o

Nous aurons besoin pour la démonstration de ce théoréme de 2 lemmes.

LEMME 1
Soit (S,F) un systéme i-positif , injectif) i-insatisfaisable.
Alors il existe un ensemble fini S' d'instance terminales de
clauses de 5, qui ne solent pas i-tautologies et tel que (S!F)
est i-insatisfaisable.

(S,F) étant i-insatisfaisable l'ensemble S U AX ol AX est 1'ensemble
des axiomes de 1'€galité formelle défini par F est insatisfaisable
(théoréme II.1.2).

Donc d'aprés le théoréme de Herbrand il existe un ensemble T fini,
d'irstances terminales de S U AX(F), insatisfaisable.

Soit T=8; U T: cet ensemble avec 3; ensemble d'instances de S et T,
ensemble d'instances de AX(F).

Soit s'={C; € 81/ C1 ne soit pas i-tautologiel}. Montrons que {s',F)
est i-insatisfaisable.

Solt I une i-interprétation quelcongue. T &tant inzatisfaisable 3 C € T
telle que C n'est pas satisfaite par I, i-e C N I= ¢ (puisque C est
terminale). ,

Cr I étant une i-interprétation dans l'univers de Herbrand H défin?

par I, tous les axiomes de AX sont satisfait par I donc T, est satis-
fait par I. Donc C € §,

D'autre part ¢ ne peut &tre une i-tautoliogie donc C € S'. Donc S' n'est
Pas satisfait par I.

(S',F) est donc i-insatisfaisable.
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LEMME 2
Soient 3 clauses C,C'" et D' telles que

c=D U E (%barife égalitaire de C), c=p" {J g"
(E" partie égalitaire de C") avec
C" instance terminale de C
Dﬂ instance terminale de D!
D' instance de D
Alors il existe deux substitutions o' et " telles que

ch=Cot .o

Dll=D|0'| 1
Dt=Dg?

On peut illustrer ce lemme par le: schéma suivant

Soient get op les substutions minimales telles que D U E

o/ T

C"=Co i-e telle que D"=Do et E"=Eg et D! ¥
' gt S
D"zDUD D" gn

D'aprés la proposition I.3.3 et puisque D"=Do on a Op €0

donc Jop telle que a=ay, U Op avec V(OE) N D= ¢

0‘?0-“

Solent p' et p" les substitutions minimales telles que D'=Dp' et D"=D'p",

Toujours d'aprés 1.3.3 WV(p') < v(D) i

Soient otz p! {1 Q'E et ag'= p¢

. D'aprés I.3.4, puisgque V(D) n V(UE): ¢ 5'Do'=Dp'=D! ot

D'O’"'—‘D'p"ZD"

Done D"=Dg'e" donec d'aprés I.3.3 o < g'o"

D

D

aprés I.3.5 comme oy est une substitution terminale:

(o' U UE)-G“ i:UE donc ct.o" o GE done .o e g'.oM
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Dtaprés I.36 puisque CO est une instance terminale:
Cot.o"=Co

D'ol le lemme.

Démonstration du théordme II.3.1

Le systdme (S,F) étant i-insatisfaisable, d'aprés le lemme 1, il
existe S' ensemble fini d'instances de clauses de § tels que ces
instances ne soient pas des i-tautologies et telles que (S',F) est
i-insatisfaisable.

Soit S° 1'ensemble des parties non égalitaires de clauses de 5, et
§10 celui des clauses de S'. Alors S'° est un ensemble d'instances
terminales de $°. Plus précisemment on a:

(1) ¥C'° € §'°  3CT € 8' , 3 € S tels que C'=C'® U E'°

ot E'° est la partie égalitaire de C' et ne contient pas de i-littéraux

de la forme tst, et C=C° U E° avec C' instance terminale de C

Donc C'° est la contraction de C' (puisque au départ (S,F) est un

systéme i-positif et que C' est une clause terminale) et d'aprés la
prop081t10n II.3.1 toute i-interprétation qui satisfait C'¢ et rec1proquement
(S,F) est un systéme i-insatisfaisable donc (§'°,F) aussi puisque

pour chaque clause de S' sa contraction appartient & §'°. Or S'° ne

contient pas de i-littéraux donc c' est un ensemble insatisfaisable.

D'oll le premier résultat: S'® est un ensemble d'instances terminales
de 5° fini insatisfaisable,

Donc puisque west compldte, il existe une @-dé&duction terminzle de m
a partir de §'°, soit: R'°=(Cio,.....c';) avec C‘;: o

@ étant généralisable et S'° &tant un ensemble d'instances de 8°,
3 une @-déduction de o & partir de S° qui généralise D'°

pe=(C%,....C%) avec C%= m et C'% instance terminale de C%
~ 1 1 1 1 1
€ {1,...n}
Nous allons construire par récurrence une i- w-derlvatlon D (Cl,..,Cn)

d partir de S qui admet D° comme @®dérivation associée et qul golt
telle que



(2) vi e{1,....n} 3 o, avec:
. —r0 |1 1O o . e,
(1) Ci-Ci U Li Ei partie égalitaire de Ci
- 10=0C Q.
(i) C i Ci %

.0 n'a pas de littéraux de la forme (tst), et est terminale

On aura donc le schéma suivant:

Ja: Cleseoanser Covinannas C
1 n
i ?CL\’E\"&“I’\Q“ e_:]a.!.{‘.'v. x‘
¥ v :
o 0O, ennnens C8uriuvua.. (0
E ' 1 1 b
s 1
v H
v i ’ hd
to; C'0, . ., C1S ..., (M0
R 1 i n

1°) Considérons le cas oi Ci et C'g sont des instances de C° € $°.D'aprés (1)
0 ES et C' €3 tel que C=C° U E° C'=C1° U E}° ol C' est une
instance terminale de C, Eio sans littéraux t3t.
Or D° généralise D donc Cg est un facteur de C° qui admet comme instanceC'?
terminale. *
Donc c¢'aprés le lemme 2 FJo' eto" tels que
(3)C'=Cg'og" CC=CP.g' et C'9=CC.g" ECgtot=E'Q
i1 i i i
Soi —TE '
t Cl Ca’'.
C.=C°.g' U E°.0'=C U E°0" C. est un facteur de C puisque C9 est
1 i 1
un facteur de C°.

Soit Ci lz contraction de 6i on a alors:

(u) Ci:Cg U Ei ol Eg la partie égalitaire de Ci est telle que Ei < Eog!
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Montrons que EE°U" n'est pas une i-tautologie et qu'il est terminal.
Eg.c"c: E°g'.o" =E‘g or E'; vérifie ces 2 conditions done
EE.O" aussi. Pcsonsci=0" on a alors

- Cy contraction d'un facteur de C € S (les littéraux factorisés étant
les mEmes que pour Cg)

-C¢ est la partie non &galitaire de C; (4) et C,=C% U E$
C§.0i=C'g (3)

-Ei.ci est une non i-tautologie terminale

On peut résumer par le schéma suivant:

f = co E°
O-I O—T

4 v v conbuatthan

a3 = o ’ dat =09 e

c, e U B9 sy €45C9 U E9
&4 a;

4 v . ¥

o = cre rro

1 1

2°) Considérons le cas ol C'$ est une résolvante de C'9 et C'® et (O
un facteur d'une résolvante de C9 et Cﬁ. Nous supposon; C.et G, sans
variables communes. 1 1 K
D'aprés l'hypothése de récurrence (2) on a alors:

-

(5) C.=C9 U E° C'9=C%.g. E'%.0. terminale et non i-tautologie
i S i3 B
" =00 || EO. 1o0=z00 1o, f 3] s :
Ck Ck UE % C » Ck Op E ;9 terminale et non i-tautologie
Soient F§ et Fﬁ les deux sous-ensembles de Cg et Ci resolus, E'% et E'ﬁ

les littéraux resolus dans C'g et C'ﬁ

F% et Fﬁ sont unifiables et comme R'C est généralisée par R° on a:

Qg . =I1,10 G =f710
Fio.=(L j} et Fpo ={L'?}
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(6) c'g=(c'§—{L'§}) U (c'§~{L'§} ):(cg—Fg)cj U (Ce-FP)o,

Donnons le schéma explicatif suivant:

C..: e st g T TR ...i:.;.‘,o;.:.. Fo I CO
né_ [ ] k { k

= ' -

%\‘”""‘A D" -
o] 0. o o3
3\ Jk [k k

N

¥ Y. lg v ¥
cte \ L'? L'o cre

il 13 K K
. WA AN~

Cto
1

Posons o:cj U o (o est bien une substitution puisque V(Uj) n V(Gk):¢ )

On a alcrs d'aprés (6)
10— O.FO o0 15
Crg= ((Cj Fj) U (Ck Fk))d (proposition I.3.4%)

k "k

Feu fﬁ étant 1'ensemble des littéraux unifiés dans la resolvante
i et C? étant un facteur de cette vesolvante 30: telle que:

aa ¢ “et C
o= o_po N O =
g ((cj Fj) U (Lk Fk))01 Doy

Soit (7) D:(C%—F%) U (C9-F°) alors C‘;:DO

k

B est une instance terminale de A  (B=A0 puisque C'i = Dg)
C; est une instance de D

Considérons les 3 clauses A=D U (B% U E%) B=C'$IQ(E§ U E° )o et Cg

C'g est une instance de Cg {puisque QO généralise Q‘°}
E% U Ep est la partie égalitaire de A

(E% U Eﬁ)d est la partie égalitaire de B




-Bl1-

donc d'aprés le lemme 2 3 o' et o" telles que
(8) B=AG'g"
cre=ce.o"
iTvi
0= 1
Civ Do
P Y P (o (I po t=ns! U {FS 1] TO)g! =0 o {| Toy~st
(9) Soit Ci-AU =(D U (Ej u Ek))O'—DU U (Ej U Ek)ﬁ Ci U (Ej U Ek}O
D'aprés la définition de D (7)

- o_Foy | o_Foy ] 7O [} ro T
ci.((cj Pj) U (cp-FP) UES U ER) ©

]
T.=(((ce O £9)-r9) U ((co U E2)-F2)) o
ci (((Cj L E]) Fj) ((c CH k) k_)
donc d'aprés (&) =((Cj‘F§) U (¢, ~Fp))o!

C, est donc un facteur d'une résoclvante de C, et C, , les littéraux
résolus et factorisés &tant les mémes que potr cg.

De plus CE est la partie égalitaire de Ei
Soit Ci la contraction de Ei:

C,=C3 U E avec E§ @ (Eg ¥ E2)o! (d'aprés (9))

[N
"
|_a

Montrons que Eg.o" est une clause terminale non i-tautologie:
ES.o" < (Eg U Ep Yol 0"‘(E° EO)G {d'aprés 8)

Comme o:cj 0 okjd'aprés la proposition I.3.4
! )

(EQ NGRS . g, e

(83 U Efee.o) U (Efo)

D'aprés 1l'hypothdse de recurrence (5) E2.0. et Eﬁ k sent des clauses

terminales non i-tautologies donc Eg.c" aussi d'ol en posant Gi=0" on a

C, contraction d'un facteur d'une resolvante de C, et C
(ies littéraux resolus et factorisés etantjles memes que pour C°
C° est la partie non égalitaire de C et C, -C° ¥ E°

C‘]?_.Ui = C'g (d'aprés 8)

Eg'ci est terminale et non i tautologie




-R2-

Donc Q:(cl,....c ) est bien une i-yp-déduction & partir de S car C,

ne peut &tre une i-tautologie puisque Eg partie égalitaire de Ci

admet une instance terminale Eg.ci qui n'en est pas une .

(en effet si twt €EY alorsftoi :tci)éiEg.Uist E9.0, serait i-tautologie)

D'autre part C%=(bet Cn admet C; comme partie non égalitaire donc

¢ =EC.

ol bien Eg = ¢ auquel cas Cn=¢

m
: o 3 —F°= =+t
ou bien E? # ¢ soit C_ =ES= J , {tk,tk}

or C n'est pas une i-tautologie donc Tt % ty VK E {1,....m}
d'oll le théoréme II.3.1
on peut dire que si @est une méthede de déduction compléte et géné-

ralisable, le i-@- méthode associée est compléte
Nous allons montrer maintenant qu'elle est consistente.

THEOREME 1I.3.2
Soit C une clause i-positive qui n'est pas une i-tautologie et
dont la partie non égalitaire est vide.
Alors guelquesoit la i-interprétation I dans un univers de Herbrand
infini,C n'est pas satisfaite parI.
pour &tablir ca théoréme nous aurons besoin du hemme suivant:
LEMME 3
Seient t et t' deux termes distincts et unifiables,Co un de
leurs p.g.u eto) une substitution telle que :
(1) op= {x/k} , K terme terminal:
(2) o1 & 0o
Alors t.01 F t'.01
Notons que puisque t et t' sont distincts O existe et est dinstinct d~
En outre d'apris I1.3.8 on a:
(1) wx/t € oo V(E) n v (do)= ¢

Supposons to1=t'cy; : alors d'aprés la définition des p.g.u 3 ¢ tel que

G700 .0
% 0
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Soit G={y1/k1,---,ym/km}

on a donc

{x/k}= A UB avec a={x;/t;.0 tels que x,/t; € 0o et t;0 % xi}
B={yi/ki tels que yi/ki € 0 et yi¢V (co)}

ier cas:
A={x/k} et B=¢ donc A y € V(g tel que y € V(go) done V(o) = V(g

vie{i,...n} Mt 0 V(o) <V (t;) h V (00)= ¢ d'aprés (1)

Donc ti. G=ti donc A= {xi/ti /ti_$xi}=do={x/k}
ar x/k € o, donc ceci est impossible
2éme cas ‘
A=¢ et B={x/k} donc ¥y € Vo), y €~ V(o) = y=x done

V(o) € V (og) U{x}

de plus Vi & {l,....n} tiO=xi donc en particulier t1,0 =M1
done t1 est une variable et {t1/x1} €0 . Or V(1) N <Vi(gg) = ¢
done t1 € v(oo) donc

comme V@) « V (gg) U {x} ona tizx et ti/x1 = x/k

donc x 1= K

ce qui est impossible pulsque K est terminal.

DEMONSTRATION du THEOREME IIT.3.2

La clause C peut s'écrire C= ih {ti s t'i} avec ty * t', vi€{i,...n}
i=1
(le cas oli C=Dest trivial)

Une clause C étant i-&quivalente & sa contraction on peut supposer
t, et t', unifiables vi €{1,...n}

Nous allons démontrer le théoréme par récurrence sur le nombre de
variables N de C
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N=0 alors soit I une i-interprétation quelconque. C est terminale
Donc
vied{i,...n} ti*t’i =—ti:t'i € I donc CN I= ¢ donc C n'est pas
satisfaite par I

Supposons la propriété vraie pour 0,...N-1. Soit C ayant N varisbles
Soient Giger-s o les p.g.ude {(t1,t"1) (tz’tk)s""(tn’t'nj tels que
Y ?<Yt € ci' vt n v(oi)= 0
soit xi1/k1€ 01 (o1% ¢ donc v(01)# ¢) et K un terme terminal tel que
x1/k€oy Ueon.uU Gn. Soit alors o={x;/k}
K existe puisque H est infini. D'apris le lemme 3 on a
vi€{l,...n} t; 0% t'o

Donc Cg posséde (N-1) variables et vérifie 1'hypothése de récurrence
donc C est bien i-insatisfaisable puisque Co l'est.

Nous pourrons énoncer maintenant le théoréme de consistence

THEORZIME I71.3.3
Soit wune méthode de déduction et (S,F) systdme de clauses
i-positif, I ayant au moins un symbole fonctionnel de rang n
Alors:

> 1

3 une i-déduction d'une clause C 3 partir de S telle que (1) et (2)

= (8,F) est i-insatisfaisable.Les propriétés (1) et (2) sont les
suilvantes:

(1) C ne soit pas une i-tautologie

(2) la partie non égalitaire de C est vide

Soit QF(Cl,....Cn) une i-@déduction d partir de S d'une clause C

vérifiant (1) e+ (2).




Toute interprétation qui satisfait une clause satisfait ses facteurs et

Toute interprétation qui satisfait 2. clauses satisfait leurs resolvantes.

Donc & fortiori pour toute i-interprétation.
En outre une i-interprétation qui satisfait une clause satisfait sa
contraction. Or Ci,.....C sont obtenues & partir de clauses de §
par ces 3 orérations donc’

Si I satisfait S alors I satisfait C,

D'aprés le théoréme II1.3.2 C n'est satisfaite par aucune i-interpré-
tation dans H(F) donec S est i-insatisfaisable

Notens gue la condition (1) est satisfaite par le fait que D est une
i- wdéduction.

On peut énoncer les deux théordmes I1.3.3 et II.3.1 sous la forme
sulvante:

THEOREME II.3.4%
Soit (5,F) un systéme injectif i-positif tel que F admette un
symbole fonctionnel de rang n > 1.
Soit @ une méthode de déduction compléte et généralisable.
Alors:
{S,F) est i-insatisfaisable ssi i1 existe & partir de S une
i~ @déduction d'une lcause C telle que C ait une partie non
Egalitaire vide.

4. UTILISATION DE L'EGALITE FORMELLE

Nous allons maintenant voir comment utiliser de fagon pratique
1'égalité formeile en démonstration automatique. La premidre utilisa-
‘tion permet d'éviter certaines redondances dans le graphe des resolu-
tions, redondances dues entre autre au fait que des clauses peuvent
avoir des instances communes et que ces instances peuvent donc mener a
des déductions identiques.

Limitation des redondances

Donnons un exemple pour illustrer cette application.
Soit 8={C;,C,,03,C4} 1'ensemble des clauses suivantes:

C1={P(x,y},P(y,2),P(x,2)} transivité de P
Ca={P(x,x)} réflexivité de P
C3={P(a,b)}

Cu={P(b,a)}
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Considérons la déduction sulvante: r@=(C5,Cs)
resolvante de C; et Cj Cs={P(b.z),P(a,z)}
resolvante de Cs et Cy Ce={P(a,a)}

On voit que Cg est en fait une instance de C; et que cette déduction
est sans intérét.

Cn peut alors placer une condition sur la clause C) et la remplacer
par la clause C'; .

cty={P(x,v),P(y,2),P(x,2),xs2}

Le systéme (nous allons le montrer) S est équivalent au systéme
injectif (8',F} avec: '

st={C";,02,C3,C4} et F={a,b}

ou plus exactement S est satisfaisable ssi (S',F) est i-satisfaisable
et une i-d&duction & partir de S' ne pourra jamais générer Cs .

NOTATION
Soit G={x1/t1,....xn/tn} une substitution.

on définit le littéral L{o) par:

L(g) =(f(x1,....xn) = f(t;,....tn)) cd f est un nouveay
symbole fonctionnel d'ordre n.

8i 0 = ¢ on définit alors L( e ) par:

L{e)=(f(x)=Ff(x))

THEOREME II.4.1
Scient S ensemble de clauses, A et B deux clauses de S telles
que 30 et Oz avec
(1) Ag1 < Boa

Soit (S',F) le systéme injectif défini par

(1) st=(s-{B}) U {B'} avec B'=B U {L(02)} (B remplacé par B')

(2) P={symboles fonctionnels de S} U{f} ol f est le symhole de L{g:)

Alors: S est insatisfaisable ssi (S',F)} est i-insatisfaisable
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DEMONSTRATION DE =
Soit L(02)=(£(X1,0eee,x )7E(tr,0.0nt) (n > 1)

Supposons (8',F) i-satisfaisable et soit I une i-interprétation de (S',F)
Montrons que B est satisfaite par I

Soit BO une instance terminale quelconque de B,0 minimum. on a alors

B'oc =Bo U {L(02}}o

(on peut supposer G2 minimum donc ayant toutes ses variables dans B)

g étant terminale on a

v(g} =v(B) donz v(¢) 2 v(L{g,)) donc L{02).0 est terminale donc B'gaussi
B' est satisfaite par I donc B'G aussi donc B'C N1 I #¢ donc

Bo N I# ¢ ou {L{c2).0}N I % ¢

81 {L{o2).0} NI % ¢ alors L{(g2).0 € I done
{f(X1,....xn) = f(tl,....tn)}U €1

Or I est une i~interprétation donc f(x14...% )5 =f(t1,....tn)0 donc

g est un unifieur de A={f(x1,....x_ ), £(t1,....t )}
De plus 02 est un p.g.u de A donc d'aprés la définition des p.g.u

d 0" tel que ©=02.0"
oric BO=Bo2.0' et d'aprés (1) A01.0' © Bd  donc comme A est satis-

faite par I, Bo aussi.
Donc B est satisfaite par I et puisque

S < 8'U {B} et que S' est satisfait ﬁar I, S également.

Done (S',F) i-satisfaisable = § satisfaisable

iy
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DEMONSTRATION DE « :

Soit S satisfaisable et soit I une interprétation qui satisfait S.
I satisfait &galement B' puisque B < B'. Donc §' est satisfaite
par I.

Seit 1' la i-interprétation définie par

I'=1 U {tst avee t € H(F)} U {t3¢' avec t,t' € B(F), t # t'}

I est une Interprétation qui est une extension de I et §' &tant
satisfaite par I, (8',F) est satisfaite par I°'.

Donc S satisfaisable = (§',F) i-satisfaisable
- REMARQUE 1
Ce théoréme est une extension du thiordme de subsumption car
A subsume B ssi 30 tel que A0 < B done dans ce cas Oz=¢

et B'=B U {f(x)zf(x)} qui est une i-tautologie donc qui peut
‘@tre supprimée.

REMARQUE 2
Dans le cas o o0={x/t} i-e n'a qu'un seul composant on peut
brendre L{o)= (%3t) au lieu de (£(x)3£(t)) puisque ce sont
deux littéraux équivalents.

Donnons un exemple d'utilisation de ce théordme.

Soit 3 démontrer le théoréme suivant: Si une loi de composition est

associative, admet un élément neutre et si tout &lément est d'ordre 2

alors 1a loi est commutative,

Nous utiliserons le prédicat P(x,y,z) pour XY V=E,

Ci: {F(x,y,u),ﬁky,z,v),?Iu,z,w)5 P(x,v,w)} associativité

Ca: {P(x,y,u),ﬁty,z,v), Bx,v,w),P(u,z,w)}  associativité

Cs: {P(Xae5X)} e un élément nautre 3 droite
Cus {P(e,X,X)} _ e est élément neuire & gauche
C' 1 P

5: {P(Xaxae); tout é&lément est diordre 2

Cs: {P(a,b,c)}

— négative du théoréme:V x Vy ¥z. P P(y,x,2)
o 55, a,0)} g gore R Wy Vz. P(x,y,2) = P(y,x,z)
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soient o1={x/e} alors C501=C301 C501=C40
donc on peut remplacer Cy et Cy par C3 U L{oc1) et par Cy U L{(o1)
De méme si oz={x/a,v/b,w/c} alors Cs < C1.02 donec Ci peut étre
remplacé par Ci U L(g2)

si os={u/a,z/b,w/c} alors Cg © C2.03 donec C1 peut &tre
remplacé par Cz2 U L{os)
Done 1'ensemble S={Ci,....C7} est insatisfaisable ssi §'={C';,...C"7}
est i-insatisfalsable avec
c'1={P(x,y,u) ,P(y,2,v),Plu,z,w),Fa(x,v,w)sfs{a,b,c) ,P(x,v,u)}
C' o= {P(x,y,u):P(y,2,v),P{x,v,w),P(u,z,w), fslu,zw)sfila,b,c)}
C'3={P(x,e,x).xve}
cry={P(e,x,x),xve }
C's={P(x,x,e)]}
C's={P(a,b,c)}
C'72{P(b,a,c)}
En ocutre on est assuré que pour une méthode quelconque de déduction,
le nombre de clauses générées 3 partir de S est plus grand qu'd partir

de S'. Donc lz méthode sera améliorée par l'introduction de ces
"conditions" puisque le graphe des resolutions est réduit.

Utilisation de 1'é&galité formelle dans les systémes de

questions-réponses.

Un certain nombre de syst2mes de gquestions-réponses admettent
comme principe de base la démonstration automatique.(cf GREEN-1)
La’plupart utilisent comme langage de base le langage de calcul des
brédicats du ler ordre. Le "Fichier" sur lequel des questions vont
8tre posées est constitué d'un ensemble de clauses (qu'on suppese consis-
tent), la question posée étant associde 3 un théordme 3 démontrer.
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Par exemple une questiocn du type "gqui vérifie P..." peut étre for-
mulée sous la forme suivante:

Ix  tel que P(x) ?

Le théoréme 3 démontrer A partir du fichier est alors le suivant:
I P(x)

On essale donc de démontrer ce théordme et de trouver la "valeur"

xo de x telle que P(xq¢) puisse &tre déductible des clauses constity-
ant le fichier.

On formule alors la question scus la forme suivante:

¥V x (P(x)= Réponse (x)) qui s'dcrit sous Fforme clausale de la facon

suivante:

:

P(x) v Réponse(x)

Si l'on suppose qu'il existe vraiement une valeur xo de x telle que
P(x o) soit déductible des clauses du fichier § l'ensemble

§'=8 yu ﬁg(x)} est inconsistent.

On peut done trouver une déduction de la clause vide 3 partir de S!
done une déduction de Réponse (x o) & partir de

sh=g y ﬁ?(x),Réponse (x)} par une méthode de resolution

Exemple:
Considérons les informations suivantes:

* Plerre est le pdre de Paul

Marie est 1a mére de Jacques

Pierre est le mari de Marie

51 deux individus ont le mime pére alors ils sont frires

Le mari de 1z mdre a'un individu est le pdre de cet individy

. question posde:
Qui est frare de Paul?

-

On peut représenter le fichier par l'ensemble de clauses suivantes:
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1. {p3re (Pierve, Paul)}

5. {mére (Marie,Jacques)}

5. {mari(Pierre,Marie)

4. {pere (x,y),_pére (x,z), fréve(y,z)}

~

5.1 mari(x,y),mére(y,z),pere(x,z)}

6. {Fréve(x,Paul),Réponse (x)} question
pésolvante 6.4: 7.1 perelx,y),pere(x,Paul) ,Réponse (y)}
résolvante 7.1: 8.1 BE?EIPierre,y),Réponse(y)}

pésolvante 8.5: 9.{ mari(Pierre,y), mere(y,z), Réponse(z)}
pésolvante 9.2: 10.{ mari (Pierre,Marie), RéponselJacques)}
résolvante 10.3 11 { Réponse(Jacques).}

D'ol une premidre réponse a& la question. On peut en trouver une seconde
qui peut paraitre surprenante, mais qui est parfaitement déductible des
axiomes.

résolvante 8.1: 12  Réponse(Paul)

D'ol la réponse suivante: Paul est son propre frére.

. Pour &viter de telles réponses, on peut alors introduire des "cenditions"
dans les clauses grice & 1'égalité formelle.

L'information 4 aurait di en effet 8tre formulée autrement:

sl deux individus distincts ont le méme pére alors ils sont fpréres.

Sous forme clzusale ceci peut s'écrire:

‘4t {pére(x,y).pere(x,z), frére(y,z),y:z}

‘d'ol la premidre réponse identique 3 celle trouvée précédemment
résolvante6.h': 7' {péra(x,y).pére(x,Paul),ysPaul, Réponse (y)}
resolvante 7'.1: 8! {pére(Pierre,y),y:Paul,Réponse(y)}

résolvante 8'.5: 9' {mari{Pierre,y),mére(y,z),zsPaul,Réponse (z)}
résolvante 9.2: 10' {mari(Pierre,Marie), JacquessPaul,Réponse (Jacques)}

Contraction 1¢': 10" {mari(Pierre,Marie),Réponse(Jacques)}

& t
résolvante 10'.3: 11' {Réponse (Jacques)}
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Par contre la seconde réponse n'‘aurait pl &tre trouvée:
résolvante 8'.1: 12' {PaulsPaul ,Réponse (Paul)} qui est &liminée

puisque i-tautoclogie.

I1 faut cependant remarquer que l'utilisation de 1'&galité formelle
nécessite certaines précautions. On sailt que la clause{t;sts}terminale
ne peut &tre interprétésdans 1l'univers de Herbrand comme '"vraie" que
si (et seulement si) t; et tz sont égaux formellement. Donc deux indi-
vidus dont les "noms" sont distincts seront interprétés comme étant
différents dans 1l'univers de l'interprétation.Il faut donc écrire les
informations en tenant compte de ce fait.

Entre autre on ne pourra jamais montrer par exemple que PierresMarie.
Mais ceci semble quand méme assez naturel.

Le probléme apparait lorsqu'on introduit des fonctions de Skolem

(soit dans la question, soit dans la traduction des informations sous
forme clausale).

Neus venons done de voir un certain nombre dtutilisations possibles de
1'égalité formelle en démonstgration automatique.

Un prebléme reste pourtant irrésclu en ce gqui concerne les fonctions de
Skdilem. Il sem>le alors naturel de méler 1'égalité formelle et 1'éga-
lité logique dans un méme formalisme de resolution.

En particulier on peut différencier par exemple un certain sous-ensemble
de vocabulaire terminal pour leguel les axiomes de 1'égalité formelle
resteraient vaiides, et utiliser 1'égalité logique pour les autres.

C'est cette voie que nous choisirons pour les racherches futures, ainsi
que i1'extension du traitement de 1'égalité formelle & d'autres prédicats
ayant de telles propriétés gqu'ils puissent &itre traités formellement.
Ceci permettrait entre autres d'utiliser la démonstration automatique
dans les analyseurs de langage naturels qui trés souvent ont bescin de
traitements formels sur les "arbres'.
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Chapitre III

OEDIPZ : UN PROGRAMME DE LDEMONSTRATION AUTOMATIQUE

PERMETTANT LE TRAITEMENT DE L'EGALITE FORMELLE

QEDIPE est constitué d'un ensemble de procédures éxécutant les divers
algorithmes que nous aurons vu dans les 2 chapitres précédent.Le pré-
sent chapitre constitue une vue d'ensemble de ce programme.

Nous donnerons zout d'abord la syntaxe du langage dans lequel doivent
8tre écrits les problémes pouvant &ire traitds par OEDIPE et les résul-~
tats qu'il transmet.

La manidre dont les clauses sont codées en mémoire et la grammaire
context-free du langage d'entrée d'OEDIPE seront explicités dans 1e
paragraphe I.

Les différents algorithmes concernant le traitement des clauses
(unifications, copie d'une clause, utilisation d'un dictionnaire de
liste de termes terminaux)} constituent le deuxidme paragraphe.

Nous dennerons ensuite la méthode de déduction (3L resolution) et

la stratégie utilisée, puis différents exemples de problémes posés
par OEDIPE.

IIT.]1 SYNTAXE EY CODAGE DES CLAUSES

Syntaxe des clauses utilisées en entrée

Nous représentors en fait une clause par une liste ordonnée de 1itté-
raux plutdt que par un ensemble de littéraux.

Ces littéraux scnt constitués d'un signe suivi d'une formule atomique
(+ pour affirmation, - pour négation) le signe de conjonction étant
omis. E est le symbole de 1'égalité formelle.

<clause> ::= <liste littéraux >.

<liste littéraux> ::= <littéral> <liste littéraux> |< vide>
<Littéral> ::= <signe> <formule atomigue>
<formule atomique> ::z <symbole> | <symbole> (< liste termes> ) |

E ( <termes >, <termes> )




. T

< liste termess> ::z < terme > » <liste termes> |< terme >

<terme > ;=< variable>» I<symbole>| <symbole> ( € liste termes > )
<variable> ::= , @arlactére > <liste ajn>

<symbole> ::= < caractdre > < liste a.n>

<liste a.n>::= <caractdre a.n> < liste a.n>i< vige>

<caractére a.n>::= 01 .....9lalp veenlYlz

<caractére >::= <caractdre a.n > H<i>t ...,

<signe>::z= + |-

Un probléme est constitué d'up commentaire, d'une borne Fixée quand

aux niveaux des néfutations 3 chercher, et de deux listes de clauses

supposées factorisdes.

La premidre liste (&ventuellement vide) doit &tre consistente. La

seconde constitue 1'ensemble de support.

<probléme> ::= <commentaire> < borne niveau> < partie consistente>
<ensenble de supports>

<commertaire> ::= <liste de caractdpess

<orne niveaus ::= <ombre positif>

<artie consistertes 1'= < liste clauses> FIN| < vide> FIN

<nsemble de supports ::=< liste clauses> FINAX

Voici un probildme:

PROBLEME DES PSYCHIATRES:

20

“PSEY) - P(*Y,*7) & marapp ¢ z)

YP(#Y,%Y) + MALADZ @ v)

+PS(A)

FIN

~MALADE(4)

FINay ensemble de support
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Codage des clauses en mémoire

Dans toute la suite du chapitre les algorithmes seront exprimés en
ALGOL-W. En particulier la structure des données fera largement appel

a la notion d'enregistrement disponible dans ce langage.

Rappelons qu'un enregistrement (record) est en fait une suite de mémoi-
res contigues pouvant chacune avoir une valeur de type simple dont
l'adresse (reférence) d'un enregistrement.

Nous appelerons expressions un terme ou une liste de termes.
3 types d'enregistrements seront utilisés:

1 record ARBRE (integer NOM; référence (ARBRE,VARIABLE)FILS,FRERE);
© 2 record VARTABLE(reférence (ARERE,VARIABLE ,SINGLE)ALT;
réfirence(ARBRE,VARIARLE)SUIV);
3 record SINGLE (reférence(VARIABLE)ADRESSE);

A chaque symbele du langage on associe un nombre entier, son code,
de maniére injz2ctive, avec les conventions suivantes:

si o est différent de B alors: code(a) # code (B)
Code (@) €N

En fait nous allons définir récursivement comment coder une liste
d'expressions.

A chague liste d'expressions on associe une valeur référence de la
fagon suivante:

Une liste d'expression étant définie par:

<liste d'expression> ::5< expression vide>|< expression> ,< liste d'expressi
les régles suivantes doivent &tre respectées:

Régle 1. (valeur référence d'une liste d'expressions)

La valeur référence d'une liste vide est null.

La valeur référence d'une liste lze,l' oll e est une expression et 1' une
liste, est l'adresse d'un enregistrement

de type VARIABLE si € est variable

de type ARBRE si e n'est pas une variable.
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La valeur référence de 1 est aussi celle de l'occurence de l'expres-
sion e qui est la premiére de la liste

R3gle 2 : (valeur référence d'une variable)

Ta valeur référence de l'cccurence d'une variable est 1'adresse d'un
enregistrement de type VARIABLE.

Parmi toutes des occurences d'une méme variable dans une méme clause
1'une d'entre elles est appelée occurence principale.

Le premier champ (ALT) de 1l'occurence d'une variable dans une lcause
est égal a:

-null si cette occurence est l'occurence principale

-la valeur référence de 1l'occurence principale de cette varia-
ble, si l'cccurence n'est pas principale

Régle 3: (valeur du dernier champ d'expression ne figurant pas dans une
liste terminale)

Pour toute occurence d'une expression e, si e figure comme premidre

expression d'une liste 1 (1l=e,1') et si 1 n'est pas une liste termi=-

nale alors: '

le dernier champ de l'euregistrement ayant la valeur référence de 1
comme adresse, a pour valeur la valeur référence de la liste 1'.

Régle 4 (valeur référence d'un terme qui n'est pas une variable)

La valeur référence d'un terme e gqui n'est pas une variable (par exemple

f(11) ol 1; est &ventuellement vide) et qui figure comme occurence de
la premiére expression d'une liste 1=e,l' nen terminale, est l'adresse
d'un enregistrement du type ARBRE:

Le premier champ de cet enregistrement a pour valeur code(f)

le deuxiéme champ (fils) a pour valeur la valeur référence de li

le dernier champ (frére) a pour valeur la valeur référence de 1°'
(en accord avec la régle 3)

Régle 5 (injective des valeurs référence des listes non terminales)

Deux occurences distinctes de deux listes non terminales ont des
valeurs référenze distinctes.
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Régle 6: (dictionnaire des listes terminales)

Deux occurences distinctes d'une méme liste terminale ont la mEme
valeur péférence. Si une liste terminale est constituée par l=e,l’
alors la valeur référence ad(l) de 1 egrl'adresse d'un enregistrement
de type ARBRE dont le premier champ a une valeur négative. Cette
valeur est la clé de la iiste 1.

Si ezf(1;) alors la liste 1=f(11},1' ol 11 et }' sont des listes
terminales.

Le second champ (fils) de i'enregistrement dont l'adresse est ad(l)
a pour valeur >'adresse dtun enregistrement de type ARBRE (code(f),
ad(11),ad(1'})

rn outre toutes les listes terminales ayant la méme clé sont regrou-
pées en liste, un tableau de références permettant d'accéder 3 toutes
les listes (dictionnaire).

La clé d'une liste terminale est définie récurssivement par:

$i 1 est vide alors ¢l&(1)=0

81 1=fF(11),1» =alors cl&(l)=-¢ (code(£),-cl1é(1,),-clé(12))

ol ¢ est une ferction @:N® > {n € N tels que 1 € n < T} ou T est

un nowbre entier positif qui est la taille du dictionnaire.

On peut déduire de ces régles que deux occurences distinctes de listes
dtexpressions non terminales ont des valeurs références distinctes.

Par contre des occurences d'une méme liste terminale ont toujours lia
méme valeur référence
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Voici quelques exemples de codages de listes d'expressions:
La liste P(x,y},Q(x,f(x)) sera codée par:

PLx,Y) Q= fx))

. N £ ()

Py . o R
Q. . e w £ ; . g
/*\\ /
| Ny . |
{ a . i N . & ]
X ] J
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Utilisation du dictionnaire des listes terminales:
goient 34 coder les listes suivantes

1;=F(x),gla,b)

1,=f(£(a)).gla,b)

la=g(f(a)ab) =)

lhzf(f(a) ).a ’@93 7 /"""-*---..,\

On obtient le schéma suivant:

. DieT. ') e
| s -1 ]' . a. - .

\ 7

@
sARRE bl oo | . l
~ 7
o\ ~ )
15 -15 q\ hd l/ g

‘2‘?‘ - .

\
—
Z

' e S e,
[T 7 =l &
LT T T 17T M T
. IL \\\——.‘//f

- @ - ™~ W
--...:H{ &8 ! o f % g i} —

;/
{
\\
(r-‘—"——-l
ol




la liste n® 1 représente: a

2 : b

3 : gla,b)

4 i a,b

5 : f(a)

6 : £(£(a)),a

7 : f(a),b

8 :+ g(f(a),b),a

9 : £(£(a)),gla,b)
10 : F(x),gla,b)

L'intéret d'un tel dicticnnaire réside en plusieurs points:

~les test d'égalité, de non égalité et les procédures d'unifi-
catlions seront plus rapides

~Pour des listes terminales utilisées plusieurs fois dans un
graphe de résolution, la place prise en mémoire est optimisée.

-La recopie des clauses est plus rapide

On pourrait &tre tenté d'utiliser un dicticnnaire pour les listes

non terminales. Cependant lloccurence d'une liste ayant des variables
est déterminante. Les variables &tant en effet quantifiées universel-
lement pour chaque clause, l'occurence de la liste x,f(x)} dans une
clause C et l'occurence de x,f(x) dans une autre clause C' ne peuvent
&tre représentéespar la méme adresse puisqu'une substitution{ x/t}
appliquée a4 C ne doitpas intervenir sur C'.

C'est un des problémes gue nous nous proposons d'é&tudier dans le futur.

On peut donc résumer ces quelques principes en disant que pour les
listes non terminales, c'est chacune de leurs occurences gue ncus
codons en mémoire, tandis que pour les listes terminales toutes les
. occurences d'une méme liste ont le méme codage (¢'est 3 dire valeur
référence).
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Algorithme d'unification de 2 listes de termes

Nous allons donner ici la procédure gqui procé&de & l'unification de

2 listes de termes.
Donnons tout d'abord une idée de la fagon dont on procéde pour créer

une instantiation..

Soit une occurence de la liste 1=x,f(x,a) et une occurence du terme
t=f(a,y), occurence figurant dans une certaine liste.

1'occurence de la liste 1 sera représentée par la schéma ci-dessous

ainsi que le terms t

fiste -

X
ki E b ’
J I / s
A bt
P .
- ¥ -chT!‘onf.
o~ oﬁé ) &

- .
7
faf.|. I

Alors l'instance 1.0 avec o=ix/t}

aceurence de L

_

l !

e

£

At

S

]
a
|

&

‘lr

[

ey

sera représentée par:

‘ WM:}L_%

an




Evidemment toutes les occurences de x dans la clause od figure 1
sont de ce fait substituéespuisque toutes référent 3 1l'occurence
principale de x qui elle-méme pointe vers le terme qui la remplace.
Il ne reste plus alors gu'a reccpier la clause ainsi cbtenue, en
remplacant chaque occurence de x par t.

Voici donc 1l'algorithme d'unification basé sur ce principe.

C'est une fonction ayant comme arguments les valeurs référence de
2 listes 3 unifier.

Son évaluation denne true si ces 2 listes sont inifiables, false
sinon. En outre aprés l'appel d'une telle fonction, des substitutions
telles que nous venons de les décrire subsistent. Si l'on recopie
alors une de ces deux listes ainsi unifiées on obtient 1'instance
commune la plus générale.

Logical procedure UNIFIE (référence(ARBRE,VARIABLE) value X,Y);

begin
procedure OCCUR(ré&férence(ARBRE,VARAIBLE)value X,Y);

comment teste si la variable X a une occurence dans la liste y
et si oul stoppe L'unification;

while =7 TERMINAL (y) do

begin

reférence (ARBRE,VARTABLE) ¥l

Y 1: SREPRISE(Y)

i¥ Y17=X then

begir
if V1is ARBRE then OCCCUR(X,FILS(Y1));
Y:= AVFRERE (Y9

end
else goto.  FINUNIFIE
end CCCUR;

logical TEST; référence (ARBRE,VARIABLE) FX,.FY;
TEST:=false;
- Boucle:
if TERMINAL (X) and TERMINAL(Y) then TEST:=(X=Y)
else h
begin
FX:=REPRISE(X); FY:=REPRISE(Y);
if FX==FY then
begin
if (FX =null) or (FY=npull) then gote FINUNIFIE:
if FX is VARTABLE then




begin
if FY is ARBRE then OCCUR(FX,FILS(FY));
ALT(FX):=FY; POINTEUR:=POINTEUR+1; DICVAR(POINTEUR):=FX
end
else
if Y is VARIABLE then
beoln
~UOCCUR(EY,FTLS(FX) ) ;
ALT(FY):=F¥; POINTEUR:=POINTEUR+1;DICVAR(POINTEUR):=FY
end
glsa
IECHOM(FX) ~1=HOM(FY)) or <(UNIFIE(FILS(FX),FILS(FY))) then goto
FINUNIFIE

end;
X:AVFRERE(X); Y:=AVFRERE(Y);
goto BOUCLE '
end
FINUNIFIE:
TEST
end UNIFIE;

Dans cette procédure DICVAR est le tableau des adresses des variables
ayant &té modififes lors des subsistutions effectuées (POINTEUR est
initislisé a © au départ, et est le numéro de la dernidére variable
modifige)

TERMINAL est une fonction permettant de tester si une liste est ter-
minale en testant le nom de l'arbre & qui il référe (négatif ou posi-
tif suivant le cas).

logical procedure TERMINAL (référence{ARBRE,VARIABLE) value X);

(X=null) or ((¥ is ARBRE) and (NOM{(x) < 0));

REPRISE permet de trouver quel est le terme par lequel a &t& substitud

une variable ou de sélecter 1l'adresse du ler &lément d'une liste ter-

minale.

référence (ARBRE,VARTABLE) procedure REPRISE (référence(ARBRE,VARAIBLE jvalueX);

begin
while(X is VARIABLE ) and (ALT(X)*?— null) and ={ALT(X) is SINGLE)do X:=ALT(
if (X is  ARBRE) and (NOM(X) <0) then FILS(X) e else X

end REPRISE
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Enfin AVFRERE donne le terme suivant d'un terme d'une liste:

référence (ARBRE,VARIABLE) procédure AVFRERE {(référence (ARBRE,VARAIBLE)valueX);
if X is VARIABLE then SUIV(X) else
iﬁ NOM(X) < 0 then FRERE (FILS(X)) else FRERE(X);

Une fois deux listes unifides il reste & faire le copie de leur instance
commune la plus générale (si bien sfir elles sont unifiables)

Algorithmes de copie d'une liste d'expressions

Cette procedure est une fonction ayant une liste (ol les variables ont pu
éventuellement &tre substitudes par des termes) comme argument et donnant
comme résultat de son &valuatior l'adresse d'une liste identique,ou

les variables ont cependant &té recopiées.

En outre dds qu'elle trouve une liste terminale non encore crée elle
chevrche dans le dictionnaire des listes terminales si cette liste y
figure et si non l'y ajoute. Clest la procédure RECHERCHE qui effectue

ce travail (nous le verrons plus loin). Dés qu'une nouvelle variable

est recopiée on note l'adresse de sa recopie dans un enregistrement

du type SINGLE, le champ ALT de la variable copiée piontant vers cet
enregistrement.

référence (ARBRE,VARIABLE) procédure COPIELIT(référeﬁce (ARBRE,VARIARLE )valueX);

begin
reference(ARBRE,VARTABLE) RECOP;
iﬁ TERMINAL(X) then RECOP:=X
else
begin
reference(ARBRE,VARIABLE)X 3 X :=AVFRERE(X); ¥ :=REPRISE(X);
Tf X is VARIABLE then
begin
if ALT(X)=null then
begin '
RECOP: =VARTABLE(null ,null) ;ALT(X) : =SINGLE(RECOP) ;
POINTEUR: =POINTEUR+1; DICVAR(POINTEUR):=X;
SUIV(RECOP}:= CCPIELIT(X )

end
Eigé_ RECOP: =VARIABLE(ADRESSE(ALT(X)),COPIELIT(X ))
end
else
RECOP:=RECHERCHE(NOM(X),COPIELIT(FILS(X))SCOPIELIT(X 3}
end;
RECOP

end COPIELIT:
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Une fois les unifications et les recopies terminées il ne reste qud
restituer aux variables modifiées leur état initial (c'est 3 dire re-
mettre & null leurs champs ALT)

procedure MISANULL;
while POINTEUR -1=0 do
begin T
ALT(DICVAR(POINTEUR)):=null; POINTEUR:=POINTEUR-1

:

]
[
o

Algorithme de recherche dans le dictionnaire les listes terminales

La procédure RECHERCHE est une fonction ayant comme argument unesymbole
fonctionnel f, et deux références vers des listes 11 et 13.
Elle va alors créer la liste:

1=£(11),12 ou liet 1z sont éventuellement vides.

Si 11 et 12 sont des listes terminales alors RECHERCHE va créer &ven-
tuellement dans le dictionnaire des listes terminales la liste 1

(si elle n'y est dé&j3d pas) et donnera comme résultat l'adresse de cette
liste.

Par contre si 11 et 12 n'est pas terminale RECHERCHE crée un enregistre-
ment de type ARBRE ayant f comme NOM, les valeurs référence de 1; et 1o
comme FILS et FRERE. Tl donne alors comme résultat 1'adresse de 1'arbre
créé,

référence (ARBRE) procédure RECHERCHE(integer FONC; reference(ARBEE.
VARIABLE )valueX,Y)
begin
reference(ARBRE)Z;
if TERMINAL (X) and TERMINAL (y) then
begln
integer CLEX ,CLEY , CLE; reference(ARBRE)ZZ:
CLEX = t=if x=null then 0 else-NOM(X);
CLEY.:=3if Y=null then 0 else~NOM(Y),
CLE -PHI(FONC CLEX,CLEY):;
Z:=DICTIONNAIRE (CLE);
while Z==null do
begin
ZZs=FILS(Z);
if (NOM(ZZ)=FONC) and (FILS(2Z)=X) and (FRERE(ZZ)=Y) then goto FIN;
Z:TRERE(Z) -
end;
_Z:=DICTEONNAIRE(CLE)::ARBRE(nCLE,ARBRE(FONC,X,Y),(DICTIONNAIRE(CLE));
end
else Z:=ARBRE(FONC,X Y),
FIN:

B

end RECHERCHE;
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PHI est une fonction permettant le clacul des clés récursivement comme
nous l'avons vu au paragraphe III.1.

Ces quelques procédures de bases permettant de construire les algorithmes
de stratégie et de déduction utilisdes dans OEDIPE.

1IT.3 STRATEGIE ET METHODE DE DEDUCTION UTILISEES PAR CEDIPE

La méthode de déduction que nous avons choisie d'implémenter, aprés
pPlusieurs essais, est la S-L résolution (chapitre  I.5), Cette méthode
a l'avantage de minimiser le nombre de déductions possibles 3 partir
d'un ensemble de clauses S, d'@tre linfaire, de générer des preuves de
niveau minimal et enfin de se préter & 1'utilisation des stratégies
diagonales. L'ensemble des clauses de départ est supposé factorisé.

8~L.dé&ductioas

Rappelons qu'une S~L déduction est une suite de "pseudo-clauses!
constituées de A et de B littéraux (les A littéraux &tant en quelgue
sorte des ancétres).

Soit gz(cl,cz,....,cn) une telle déduction:
C1 est une "chaine" de 1'ensemble de support.

C,, , est obtenu 3 partir de C, par réduction, expansion avec une clause
d%g%trée, ou tronquation. *

L'opération quelle qu'elle soit est suivie d'une "contraction" sur les
littéraux égalitaires etd'un test pour vérifier si ce n'est pas une
i-tautologie:

Le niveau d'une telle déduction est le nombre de réductions et d'expansions
effectuées.

~Lorsque Ci+l est obtenue par réduction on a alors le schéma suivant:

. At _ ..
Ci' L1 L2 v.ue Lk""' QL.','.j.t avec LE —L'jc(factorlsatlm
. - ol T .
VEIC A PN Lk+1....@.....:L'j.:...)0 ou L0=L'.0 (resolution
. -~z ancestrale)

Tout B-1ittéral de Ci+l admet un "ancétre" dans Ci et tout B-littéral de

Ci sauf Lk admet un descendant dans Ci+l'
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~Lorsque C, ., est obtenu par expansion, le littéral sélecté étant le

plus 3 gauche, avec une clause d'entrée C le schéma est le suivent:

. t =
i- _L_I-l LZ s e Ll tem e CMl"‘Mk Mk+l

Ci-{-l: (Ml....,..Mk Lz""'lLTll ses )0 avec Mk+10=L10

Tout B-littéral de Ci’ sauf L;, admet un descendant dans Ci+1'

Tout B-littéral de C,. .., sauf les nouveaux, admet un ancdtre dans Ci'

itl
~Lorsque ci+1 est obtenu par tronquation on a alors:
Ci+1: Lk+l""Ln

On peut faire les remarques suivantes:

1) Les B-littéraux réductibles figurent mécessairement dans la partie
des B-littéraux les plus 3 gauche.

2) Les B-littéraux non réductibles admettent nécessairement un ancétre.
3) Un B-littéral non réductible ne peut avoir de descendant ré&ductible.

Colit et heuristique

On définit le coiit d'une dérivation comme étant la somme des expansions
et des réductions effectu€es. Nous le noteromns g.

D'autre part nous assimilerons une dérivations 3 la clause qu'elle dérive
(en remarquant-bien slir que deux clauses identiques peuvent &tre générées
par des dérivations distinctes et donc ne doivent pas &tre confondues).

L'heuristique h d'une clause doit &tre une estimation minimale de la
distance de la solution passant par cette clause. Il faut pouvoir bien
sir &tre capable de la calculer avant de générer cette clause. Clest
en fait par 1'intéermédiaire de son ancétre immédiat que nous évalu-
erons l'heuristique d'une clause.

On définit done le poids d'un littéral de la fagon suivante (1(C) dési-
gnant la longueur d'une clause):
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DEFINITION IIT.3.1
Soit L un B-litt@ral d'une pseudo clause C.

Soit R, ={C',C' chaine d'entrée,C'résolvable avec C,L &tant le
littéral résolu}

On définit le poids de L par:
+ % si RL= ¢
P(L) =
min{1{C"),C" € RL} si RL ¥ ¢

On a alors P(L) > 1.

Etant donné une clause C de niveau n,chaque B-1littéral L de C augmente le
niveau probable de réfutations passant par C de 1 si L est déductible et
de P(L) si L n'est pas réductible.

Mais un tel calcul ne peut &tre fait qu'une fois C connu. On est donc
amené 4 faire ces calculs sur l'ancdtre immédiat de C.

DEFINITION I1I.3.2 ; heuristique
Seit L un B-littéral dl'une clause C.

8i g(C)=0 (C clause de départ) h(L)=P(L)

Si g(C) » 1 h{L)= il si L est réductible dans C
P(L') sinon (L' ancétre immédiz
de L)
L'heurisfique d'une clause est alors h(C)= ;E:: P(L)
LB-1litt
de C

Cette définition est bien valide car tout B-littéral non réductible admet
un ancdtre si la clause ou il figure n'est pas une clause de départ.
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REMARQUE IIIL.3.1
Soit L un B-littéral d'une clause e+ L' un ancétre de L.
On a alors:

(1) P(L') g P(L)
(2) h(i') < h(L) € P(L)

-La remargue (1) vient du fait que L=L'c donc Ry < R donc P(L) g P(L")

LY
-La remarque (2) peut se démontrer de la fagon suivante:
h(L) £ P(L') puisque suivant les cas h(L)=1l ou P(L'), Donc d'aprés (1)}
on a h(L) < P(L') g P(L)

Dfautre part si L est réductible alors L' aussi donc dans ce cds
h({L)=h(L')=1

Dans 1l'autre cas h(L)=P(L') » h{(L')

PROPOSITION III.3.1
La fonction f=gt+h est une fonction croissante, i-e que:
C' gC = £(C') g £(C)

Soit C' l'ancétre immédiat de C:

-8i C est obtenue i partir de C' par réduction sur le littéral L'p alors
C=(C'-{L}) 0 done

h(C' )= Feiar—- h(L') + h(L'o)=ﬁ;§Z;;;j h(L')+1 < L:g;;;;f h(L)+1=h(C)+1

L' L'y L'e C! LecC
LT B-1itt L' Blitt

or g(C)=g(C')+1 donc g(C)+h(C)=g(C')+1+h(C) » g(C')+h(C")

~51 C est obtenu par une expansion de C' sur une clause Cq d'entrée, L'y
Btant le littéral résolu dans C', on a alors:

P(L'9) < 1(Cy) puisque Cqy € RL,0

_ S
done  B(C")=Fgrrr, MLIOR(LY) < fE;EIT%th(L')+1(co) <

L'+ L! L' ect
L'e LT & L'y
%?;;C A(L)+ Léé:é- h(L)+1 g h(C)+%

L Blitt L sans+anc
Lavec anc -
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et comme g(C)=g(C?)+1l on a bien f(C')'s £(C)

REMARQUE III.3.2
La fonction coiit g est croissante.
Le mérite associé & f et h est 8§ -fini
La condition (1) du théordme 1.6.2 est bien vérifiée.

-Le mérite est 8-fini puisque f est une fonction & valeurs entiére
croissante et que le nombre de clauses de départ est fini.

-La condition (1) du théoréme I1.6.2 peut se démontrer de la fagon
sulvante:

soient C un ancBtre d'une clause C* vide: C g C* .

on a alors g{C)+h(C)=£(C) g £(C*). Or F(C*)=g(C*)+h(C*)=g(C*)

Donec g(Ci+h{(C) g g(C*)}

On peut donc affirmer que toute strategle de diagonale montante pour h

est adm1551ble, donc que l'on est assuré d'obtenir une solution de colit
minimal s'il en existe.

Stratégie ¥

Le prcbléme est de générer, & chaque étape, des clauses qui solent de
meilieures heuristiques parmi tous les candidats.

Pour celd on associe, dans le codage des clauses, d chague littéral
d'une clause, son poids. En outre une fois un littéral sélecté dans une
clause on garde la liste des clauses d'entrée susceptlble de se résou-
dre avec C, le littéral sélecté gtant celui qu'on résoud.

Cette liste et le poids de la clause sont dynamiques:

-tant qu'un littéral est réductible dans une clause et qu'il n'a pas
encore &té réduit de toutes les fagons on lui attache un poids 1
—lorsqu'il z &té vd&duit de toutes les fagons on lui attache le pcids
tel qu'il est d&fini en III.3.1

-En ce qui concerne le littéral sélecté L d'une clause C, on considére
la liste (dynamlque) R. des clauses d'entrée susceptibles de se ré&sou-
dre avec C mais gqui ne l'ont pas encore été.

Le poids de L esgt alors ia longueur minimum de ces clauses;(+ si
cette liste est vide, auquel cas la clause est supprimée).

Le poids d'une clause est alors la somme des poids de ses B- littéraux.
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REMARQUE III.3.3

Si P(C) est le poids d'une lause C 3 un moment donné de la proce—
dure utilisée, l'heuristique le plus petite des descendants immé-
diats de C est

P(C)

La stratégie Z employée par OEDIPE est alors une stratégie de diagonale
montante. -

Chague clause est rangée dans un tableau SIGMA 3 double entrée, le pre-
mier indice domnant le niveau g, le second le poids P.

Chaque &lément du tableau a pour valeur une liste de clause.

On parcours alors les diagonales gt+P=Constante de facon croissante,
chaque diagonale &tant parcourue de bas en haut. (P croissant)
Suppesons que (gg,Pe) soit le mérite &tudid: :

SIGMA (go,Po) & pour valeur la liste de toutes les clauses qui ont pour
descendant immédiat des clauses de coilit go+l et 1'heuristique Py-1.

Pour chacune des clauses C de SIGMA (gp,Po) on génére alors leurs descen-

dants de meilleur mérite, ceci récursivement tant qu'on reste sur la
diagonale PotRo=g+P.

Une fois ces descendants générés on modifie éventuellement la liste des
clauses d'entrée susceptibles de se résoudre avec C et on calcule le
nouveau poids de C en remplagant C éventuellement dans le tableau

SIGMA sur une diagonale supérieure.

Cn est alors assuré d'avoir une stratégie compatible avec  associé i
g et h.

Remarque:

Lorsqu’on génére les descendants immédiats d'une clause C on
commence par générer les réductions s'il en existe. Sinon on choisit
dans R. (L littéral sélecté de C) les clauses de longueur minimales
qu'on résoud avec C sur L. ’

Une fois ces générations effectuées on modifie RL en conséquence et
replace C s'il y a lieu.

Voici les schémas des procédures utilisées par la stratégie X

-~ P N .
-generer (C): génére A partir d'une clause C, une réduction ou une

expansicn de meilleur mérite en appelant 1'une des
deux procédures réduction ou expansion.
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réduction (L,C): génére 3 partir d'une clause C toutes les réductions
' possibles sur le littéral L € C. Une fois les réduc-
tions faites C est replacé dans SIGMA.

expansion (C) géndre les expansions de C avec les clauses les plus
petites de Ry (L littéral s&lecté& de C) et replace C
dans SIGMA.

tronguation (C,DIAG): Cette procédure est appelée pour chaque clause C
nouvellement créée. Elle traite les parties é&ga-
litaires,les tests de minimalité (tautologie etc.
et aprés tronguation éventuelle sélecte un littér
Elle apelle éventuellement générer (C) si la dia-
gonale ou l'on remplace C est DIAG.

Nous allons meintenant terminer ce chapitre en donnant un exemple de
traitement de probléme par OEDIPE.

IV EXEMPLE D'UN PROBLEME TRAITE PAR OEDIPE

Le listing que nous allons présenter est celui d'une ancienne version
de OEDIPE dans laquelle le traitement de 1fé&galité formelle n'était

pas inclus. Les annotations montrerons les modifications qu'apportent
1'utilisation de littéraux égalitaires en appliquant le théoréme II.&.1
Les littéraux égalitalres supprimés par contraction seront soulignés.

Nous donnerons deux exemples de problémes portant sur la théorie des
nombres entiers. Les axiomes utilisés ne sont bien slir que partiels

et ne permettent pas de définir toute l'axiomatique des nombres entiers
Ce sont, & proprement parler, plutdt des lemmes que des axiomes.

Premier exemple

11 s'agit de démontrer & partir du théovéme d'Euclide que si A,B et C
sont trois nombres entiers alors si A est premier et si A=B2/C2 alors
A divise B.

Les prédicats utilisés sont D(x,y),P(x),M(x,y,z) et le symbole fonc-
tionnel S désigne le carré d'un nombre entier.
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r

P(x) sera interprété par : x est premier
D({x,¥) " i " . x divise y.
M(x,v,z) " " "o oz=X.Y.

3(x) 1 " noo g2

Les axiomes généraux sont les suivants:

xZ=x.x {définition de x%) {clause n°4)
%.y=y.x (commutativité de la multiplicatien) {clause n°5)
Tout facteur d'un produit divise ce produit. (eclause n®6)

Si un nembre premier divise un produit de facteurs il divise au
moins l'un des facteurs (Théoréme d'Euclide). (clauses n®7 et 8)

Le probléme est alors de montrer que:
VA VB V¥C (A premier et A=B2/ C?) = (A divise B)

La négation de ceite formule donne sous forme clausale l'ensemble des
clauses 1,2 et 3.

L'ensemblz de support sera constitué de la clause n°l.

Deuxiéme exemple

Le deuxiéme exemple consiste 3 montrer que tout nombre plus grand que 1
a un diviseur premier.

On utilise pour celd un raiscnnement par réccurence et le thécréme que
1l'on demande de démontrer est un pas de ce raisonnement par réccurence:
on suppose la propriété vrale pour les nombres compris entre 1 et a,

& donné guelconque, et on démontre qu'eile l'est aussi pour a.

Les prédicats utilisés sont P(x),D(x,y),L(x,y) et les symboles fonc-
tionnels I' et G. P et D sont interprétés comme précédemment, L(x,y)
sera interprété par x < y.

Les axiomes généraux sont les suivants:

Vx x divise x. (clause n®2)

Vx Vy Vz si x divise y et si y divise z alors x divise z.(clause n®3)

VX x non premier =3y 1<y<x tel que y divise x (clause n°4,5,5 ol

G est une fonction de Skdlem)
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Le théoréme 3 démontrer est le sulvant:
Va>1 (Vx-1l<x<as=3y tel que y divise x et y est premier)
= 3z tel que z premier et z divise a

La négation de cette formule donne sous forme clausale les clauses
7,8, et 1 ol A et F sont deux fonctions de Skdlem.

L'ensemble de support est constitué de la clause 1
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NIVEAU 0

1 ~D{A,B)
*##****###**##*##**#*****####***#**###*##*

NIVEAU -1

2 +PLA)
NIVEAU -1

3 +MUAy SIC)s54B))
NIVEAU =1

4 +M{XR %Ry S{%R))
NIVEAU -1

5 FMURR g% Sy % T)—M( RS guR, 6 T) +E(RAE(Fles A7), F(xR, Sra)))
NIVEAU -1

6 #D{ERyXS) ~M{%R 3 ¥T ,%S)
NIVEAU -1

7 +D{*R %S ) 4D IRy FTI=D{®RyKU) =M{HT 5 %S y %Y} =P { #R)

'FACTEUR DE T +E(45,47) +E (s, 2U) LEGRT R UMt E(:-'(m,;u) ,FCA®B)Y)
NIVEAU ~1

B =~PLRR)-M{%S,%54%T}-D{ %R, *T)+D(*R,*S)
A RO AR B R SR R R R R R A e
+E(S,xT) +E(F(#R, 4T), T(A/B))

exemple 4

Yaen Yeed Ycen A= B/t o A premier =3 Adivise B
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oAk DEMONS TRAT 10N sk ss sk

XPANSION DE 1 e 8

NIVEAU 1

9: ~P{AY-M{B,B,*RI-D{A,%R]} f—D!AgBh"-ﬁ-E(B,@R)
, +E(F(R.2R) ,F(R, &)

XPANSION DE 9 o 2
NIVEAU 2
10 —M{ByBs#RI-D(As®R) /=D{AsB}/ 4E(a,AR)
, + E(xR,B)
EXPANSION DE 10 e 4

11 :  -DIAsSIBI) #-DU(A,B)/ +E(s,s(®)) +£(5(n), D)

EXPANSION DE - 11 e 6

54 ;: ~M{As%R,S(B3)} /-D{A;S{B})/ /-D{AsB)7
EXPANSION DE 54 o 3

55

'NO D EXPANSIONS 36

NO DE REDUCTIONS 12

NO DE CLAUSES RETENUES 39
NG DE CLAUSES AUX LITT TROP LONGS 1
NO DE CLAUSES SUPPRIMEES PAR SUBS o

018,62 SECONDS IN EXECUTIGN

 Avee l'e'ﬂalil’e’ formelle le nombre &'erpansions est 30

e nombre de veduetions est 44

le nombre de clavses rebenves  esk 3o
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NIV 2
NIV -1
NIV —1L
NIV -1
NIV -1
NIV -1~
NIV -1
NIV -1
NIV -1

(olle- RN I AR ETEE g UE N

+D{%Ry*R)J
+D(*R,*S)—D{*T,*S}—Di*Rs*T3*E@ﬁ*$ffﬁ%fﬂ+q#ﬁﬁ$
+D{GIER Y FRI+PIFR])

+L {1 G{ERIIFTP{*R])

FLEGIRR J p ¥R }F+PIFR]

+1.{1,A)

+P{F(HRI I-LE*R;A)-L{ 1 %R}
+DIFIRRIe#RI-LIFRJA)—L{1,%*R)

e e e el sl o ot e e e slekofee sk st sfeofeok afeade ok ol kR e e T el et o Aok e

Toub

nombre » 4

exemple 2

e wn diviseur premier
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10

11

k2

******C L) QO Fa U - e e dene

0D EXPANSIONS
DE REDUCTIULNS
DE CLAUSES RETENUES
OE CLAUSES AUX LITT TROP LONGS 27
DE CLAUSES SUPPRIMLES PAR SUBS o

&6

183

id4

185

166

187

159
456

momls e
ﬂel'rsia?i".

Rews e

+LAGLALA) A7 -PLaLSi
cPLFIGIAIII~LILyGtal Y J/7+LiGlA),AI-PLAY//

-DIF{G{A})sA) /7+#PIF{GLANYY//
—-L{1sGLAY) /Z/+LIGIA),A}-PLAY//

—D(*K AY~DIF{GlA} Iy %R) J/-D{F{G{A) ) AV+P(FLGIAY]
~t{1,66480 /7+LLG{AYA)-PLAY}// +E(FGMEﬂ,A)+E(*RA}
+E{F(atm), R} T

+P{A}Y Z/7-DIGLALAY//
~DIEIGLAY)GUAY) Z7/7-DIF{GLIAY 3, A +PIFIGIAYI)//
~Li1,6L{AY) /Z/7+LAGLA) A -PLAY// +E(qwhA}+Eﬁqamn,qmﬂ

/

~DIF(GIA}I GLAY) J/-DIF{G{A)},A)+P{F(GLA)Y//
—~L{1,GLAY) /Z/7+LLGLA)yA)-PLA)//

~L{GIAY s AI-L{1s61A)) //7-DIF(GI(A}}G(AVI~DIF(GIA)
~L{1,GlA) Y. F7+LIGLA) s AJ=PLAY// TEE QRN

~L{1,G(A)} /J/-DIF{GIA)},GL{A)I-DIFIGIA)) A +PIF(L
~L{1,G(A)) //7+LIG(A)A)-PLA}//

-L(1,GlA)] /f+LlG(A),A3—P(A)//

¥PLAY /7-LIL,GlAI+LIG(A)AI-PLA}//

113

29486 SECUNDS IN EXELUTION

l'tmpim' de i'égaiil’a’ Lormelie

d'ex}aaﬁ-l?l‘ﬁhs 454

de  vedueliong éd

2o clouges rebesves a7
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CONCLUSION

On peut maintenant voir quels sont les avantages mals aussi les limites
de 1'emploi de 1'égalité formelle. Un- des principaux atouts est que
son emploi: est trés simple et son traitement relativement efficace.
Par contre il nécessite un certain nombre de précautions & prendre
quand & l'interprétation que l'on peut donner aux axiomes qui définis-
sent ce prédicat. _

Notre recherche future sera donc d'essayer de dégager les mdcanismes
inhérents gau traitement de ces axiomes et de généraliser ce traitement
pour des classes plus larges de prédicats.

Une autre voie, beaucoup plus ambitieuse, est d'essayer de généraliser
le formalisme clausal en introduisant par exemple le concept de graphe
de clauses. Cecl permettrait entre autre de considérer la logique du

ler ordre comme un langage de programmation permettant d!écrire des
programmes non déterministes. Ce lien entre les langages algorithmiques
et la logique du ler ordre a déja &té la source de création de langages
de programmation comme LISP par exemple mais n'a pas encore donné
naissance 3 un langage qui regrouperait l'efficacité de la programmation
et la puissance de la logique.

Nous pensons donc que c'est une des voies les plus interessantes 3
l'heure actuelle dans le domaine de la démonstration automatique.
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